BACCALAUREAT GENERAL

SESSION 2003

Série : S

gﬁk{"

%

\ ;@m%f?f
jet'comporte S pages numérotées de 1 & 5,
2, naxe non numérotée @ rendre avec la copie.
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La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour

une part importante dans ['appréciation des copies.

Le formulaire officiel de mathématiques est joint au sujet.
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Exercice 1 (4 points)

Commeun 2 tous les candidats

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal (O : z, ;) (unité graphique
considere les points A, B et C d'affixes respectives a =2, b=1—7 et c=1+1.

1. a. Placer les points A, B et C sur une figure.

b. Calculer <=2

5o En déduire que le triangle ABC est rectangle isocéle.
—a

2. a. On appelle 7 la rotation de centre A teile que #(B) = C.

Déterminer 'angle de r et caleuler I'affixe d du point D = r(C).

b. Soit I Ie cercle de diamétre [BC].

Déterminer et construire I'image I"* du cercle I par la rotation r.

3. Soit M un point de I" d'affixe z, distinct de C et M' d'affixe z° son image par r.
a. Montrer qu'il existe un réel 0 appartenant a ':O ; g[ ) }g ; 27t[ tel que z=1+¢" .

b. Exprimer z' en fonction de 9.

z'—¢

¢. Montrer que est un réel. En déduire que les points C, M et M’ sont alignés.

Z—C

2T
I
d. Placer sur la figure le point M d'affixe 1+ e 2 et construire son image M ' par r.
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Exercice 2 (5 points)

Candidats ayant suivi Penseignement de spécialité

Les questions 3 et 4 sont indépendantes des questions 1 et 2 ;. seule I'équation de T dovnée en 1. c.
intervient & la question 4.

1. L’espace est rapporté au repére orthonormal (O ; i, 7, ?&) i

a. Montrer que les plans P et Q d’équations respectives : x ++/3 y—-2z=0 et 2x—z=0 ne
sont pas paralléles.
b. Donner un systéme d’équations paramétriques de Ia droite A intersection des plans Pet Q.

¢. On considére le cone de révolution I” d’axe (Ox) contenant la droite A comme génératrice.

Montrer que I a pour équation cartésienne y* + 2% = 7x°.

2. On a représenté sur les deux figures ci-dessous les intersections de 1™ avec des plans paralléles aux
axes de coordonnées.

Déterminer dans chaque cas une équation des plans possibles, en justifiant avec soin votre réponse.

L]

Figure 1 Figure 2

3. a. Montrer que P’équation x° =3 [7] , dont I’inconnue X est un entier relatif, n’a pas de solution.

b. Montrer la propriété suivante :

pour tous entiers relatifs g et b, si 7 divise @ + b alors 7 divise a et 7 divise b.

4.a Solenta, b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Montrer la propri¢té suivante :

si le point A de coordonnées ( a, b, ¢ ) est un point du céne I” alors @, b et ¢ sont divisibles
par 7.

b. En déduire que le seul point de I dont les coordonnées sont des entiers relatifs est le sommet de
ce chne.

Tournez Ia page S.V.P.
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Probléme (1] points)

Comnpun 2 tous les candidats

Soit N le nombre de bactéries introduites dans un milieu de culture a I’instant ¢ = 0 (N étant un réel
strictement positif, exprimé en millions d’individus).
Ce probléme a pour objet I’étude de deux modéles d’évolution de cette population de bactéries :

*  un premier modéle pour les instants qui suivent I’ensemencement (partie A}

- unsecond modéle pouvant s appliquer sur une longue période (partie B).

Partie A

Dans les instants qui suivent 1’ensemencement du milieu de culture, on considére que la vitesse
d’accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre de bactéries en présence.
Dans ce premier modéle, on note f(¢) le nombre de bactéries a Iinstant ¢ (exprimé en millions

d’individus). La fonction f est donc solution de I’équation différentielle : V=ay .
(ol a est un réel strictement positif dépendant des conditions expérimentales).

1. Résoudre cette équation différentielle, sachant que f(0) = M.

2. On note 7 le temps de doublement de la population bactérienne.
!
Démontrer que, pour tout réel 7 positif : f(#)= N,27 .

Partie B

Le milieu étant limité (en volume, en éléments nutritifs...), le nombre de bactéries ne peut pas croftre
indéfiniment de fagon exponentielle. Le modéle précédent ne peut donc s’appliquer sur une longue
période. Pour tenir compte de ces observations, on représente 1’évolution de la population de bactéries

de la facon suivante :
Soit g(#) est le nombre de bactéries & 1’instant # (exprimé en millions d’individus) ; la fonction g est

une fonction strictement positive et dérivable sur [0; oo qui vérifie pour tout ¢ de [0; +wof la
relation :

® #0=as()1-£2]

ot M est une constante strictement positive dépendant des conditions expérimentales et & le réel défini
dans la partie A.

1. a. Démontrer que si g est une fonction strictement positive vérifiant la relation (E), alors la
. . . . . . s a
fonction —ng est solution de I’équation différentielle (E”) : y'+ay = Ve

b. Résoudre (E’).

¢. Démontrer que si / est une solution strictement positive de (E), alors—%zm vérifie (E).

2. On suppose désormais que, pour tout réel positif 7, g(f)= ol C est une constante

1+Ce™™’
strictement supérieure & 1 dépendant des conditions expérimentales.

a. Déterminer la limite de g en + <o et démontrer, pour tout réel ¢ positif ou nul, la double inégalité :
D<g(®)<M.
b. Etudier le sens de variation de £ (on pourra utiliser la relation (E)).
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Démontrer qu’il existe un réel unique Iy positif tel que g(z,)=—.

c. Démontrer que g"=a(l hﬁg) g'. Etudier le signe de g". En déduire que la vitesse
d’accroissement du nombre de bactéries est décroissante a partir de Iinstant 7y définj ci-dessus.
Exprimer #y en fonction dea et C.

d. Sachant que le nombre de bactéries 4 I’instant 7 est g(2), calculer le nombre moyen de bactéries
entre les instants 0 et #y, en fonction de M et C.

Partie C

1. Le tablean présenté en Annexe I a permis d’établir

que la courbe représentative de f passait par les
points de coordonnées respectives (0; 1) et (0,5 ; 2). En déduire les valeurs de No, Teta.

2. Sachant que g(0) = N, et que M = 100 N,, démontrer, pour tout réel ¢ positif ou nul, I’égaljté
suivante :

100

H=——"___
8= 0w

3. Tracer, sur la feuille donnée en Annexe II, la courbe I représentative de g, ’asymptote 4 T ainsi
que le point de I” d’abscisse f,.

4. Dans quelles conditions le premier modéle vous semble-t-il adapté aux observations faites ?
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Document 2 rendre avec la copie

Annexe I

t 0 105(1 11,51 2 3 4 516

(en )
Nombre de bactéries |1,012,013,917,9|14,5/37,9[70,490,1]98
(en millions)

Les points obtenus & partir de ce tableau, ainsi que la fonction £, sont représentés dans le repére ci-
dessous.

Annexe II
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BACCALAUREAT, SERIE S
ENSEIGNEMENT OBLIGATOIRE ET ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE
FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

I. NOMBRES COMPLEXES, GEOMETRIE

A. NOMBRES COMPLEXES
Dans le repére orthonormal (O; w, ¥) le point M (g, ), ot

(z, ) €R?, a pour affixe 2.

z a pour forme algébrique z+1y.
Partie réelle de z : Re(2) =«

Partie imaginaire de z : Im{z) = ¢
Conjupué de z 1 T=z—iy

Module de z : [dd=VzZ =V + 17>

Siz=0,

z a pour forme trigonométrique : 2 = p{cos# + isin §)
z o pour forme exponentielle : z = pe?

Modulede z : |z|=p

Argument de z : argz =6 [27]

Conjugué de z : 7= pe™*?

Propriétés des modules

Pour tout zeC, |Z|= | 2|

1 1
Pour tout 2", 1-—|=—

z | z]
PourtouszeCet 2 e, {22 |= 2| | 7|

5i A et B ont pour affixes respectives z4 et zg alors

AB a pour affixe 25— 24 et AB =|zp— z4].

Propriétés des arguments

Pour tous z € C" et 2’ =7,

arg(z z') = arg(z) + arg(z") [2x]
2

arg(—) = arg(2) - arg() [27]

Caractérisation compleze de transformations M(z) = M'(2)
Translation de vecteur ©# d'affixe ¢, teC : 2’ =2+ ¢
Homothétie de centre (1 d’affixe w, w € C, et de rapport
EeR*  f~w=hz—-w)

Rotation de centre £} d’affixe w, we C, et d’angle de

mesure 8 R z'—m:ew(zww)

B. GEQOMETRIE
Produit scalaire de deus vecteurs non nuls du plan
0A.0B=04Ax0F ‘OA.OB = 0OAx OB xcos6

B
0 A B

Produit scalaire et coordonnées

Si % et ¥ admettent pour coordonnées respectives

{z, y, 2) et {2, ¥, &) dans un repére orthonormal

de lespace alors o=z +yy +22 et |[illl = \/ﬁ )
' Une équation de la sphére de centre £ de coordonnées

(a, b, c) et de rayon R est (z— a)2 (=02 +(z— e = BE,

[I. ALGEBRE, TRIGONOMETRIE

A. IDENTITES REMARQUABLES
Pourtous aeC, beC,

(a+ P =c®+3a°b+3ab?+ b°
(a—0°=a"-3a2b+3ab®~1°
@+ =(e+b(a®—ab+b?)

P =(e-B(d+ab+ b}

Pour tous e e, be € et pour tout ngi*,

{a+B"= a“+(?)cz“'1 b+...+(z)a’”'kbk+...+ b

B. EQUATION DU SECOND DEGRE DANS C
Soient a, b et ¢ trois nombres réels (a2 0) et A= b —4ac.
L'éguation a2°+ bz+ c=0 admet :

- lorsque A >0, deux solutions réelles

_—b—vA _=b+VA
as= 2a 2= 28 b
-~ lorsque A =0, une solution réelle z = “5a
- lorsque A <0, dewx solutions complexes conjuguées
—b—iy—A —b+iv-A
= m—— e
2a 2a

StA=0, af+bzrce=az—z){z—2)

Sia=0, aZ+bz+e=alz-z)



C. TRIGONOMETRIE
Formules d’addition

Pour tous s eR et baR,
cos(a+ b) = cos acos b~sin asin b
cos{a— b) = cos acos b+ sin asin b
sin(a + b) = sin acos b+ cos asin b

sin{a — b) = sin acos b— cos asin b

Formules de duplication

Pour tout e eR,

2 2

cos(Ra)=cos“a — sin‘a
cos(2 @) =2cos?a—1
cos(2a)=1~2sin’a

sin(2a)=2sinacosa

III. PROBABILITES

A. GENERALITES
Si les événements A et B sont incompatibles alors
P{AUB) = P(A)+ P(B).

Dans le cas général : P(A|J B) = P(4)+ P(B)—- P(A B).
P(A)=1- P(A)

P =1 P =0

Si Ay, ..., A, forment une partition de 4, P(4) = ZP(Ai).
=1

Dans le cas de ’équiprobabilité,

Nombred’ éléments de 4
Nombre d’ éléments de £}

PlA)=

Probabilité conditionnelle de B sachant A
P4(B) est définie par P(A [N B) = P4(B)x P(4)

Cas ot A et B sont indépendants : P{A( B) = P(4)x P(B)

Formule des probabilités totales
Si les événements By, B, ... , B, forment une partition de Q

alors P(A)=P(AN B+ P(AN By)+...+ P(AN By)

B. VARIABLE ALEATOIRE

n
Espérance mathématique : E(X) = Z P Ti

i=1

Variance : V(X) = Z p; (z; = B = Z iz~ (B(X)?
=1

i=1

Ecart-type : ox = VV{X)

C. COMBINAISONS ET FORMULE DU BINOME
Pour tout neN*et pour tout peM,0<p<n,

nl =1Ix2x3x..¥Xn 01 =1.

(n)“ nn-1)...(n—p+1) _ n!
pl p! ~ pl(n-p!

(3)=(a2,) (G)=G+())

Le nombre de sous-ensembles 4 p éléments

d’un ensemble & n éléments est égal & (;)

Pour tous e & C, be C et pour tout ne N,

(a+ B = a."+(?)an“3 b+...+(:)a”""b"+...+ b

D. LOIS DE PROBABILITE

Loi de Bernoulli de paramétre p, pe [0; 1)

X peut prendre les valeurs 0 et 1 avec les probabilités
PX=1)=p et PX=0=1-p

E(X)y=p V(X)=p(1-p)

Loi binomiale B(n, p), neN*, pe{0; 1]
X peut prendre les valeurs entitres 0,1, ..., n

Pour 0< k< n, P(X =k =7 ) gkt - py™*

EX)=np V(X =npl-p

Lot uniforme sur [0 1]
J étant un intervalle inclus dans [0; 1],

P(J)=longueurde J

Lot ezponentielle de paraméire A sur [0 ; +oo],
dite aussi loi de durée de vie sans vieillissement

b
Pour 0 < e < b, P(fa, b}):f Le M dg

a

Pour tout ¢=0, P(e, +o[)=1 —f e g
[



IV, ANALYSE

A. SUITES ARITEMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES

Suite arithmétique de premier terme uy & R et de raison a e R Somme de termes
Pour tout nel, upy=u+a 1+2+_,_+R=M
2
W= i . 1~ p+l
U=t na Sib#1alorsl+b+ b +..+0"= -
Suite géométrique de premier terme 14 € R et de raison b e R* Limite d’une suite géométrique
Pour tout n &N, = bu, Si0<b<1 alors nEIfmbn=0'
Uy = g B° Sib>1 alors lim b = +co.
-3+00
B. PROPRIETES ALGEBRIQUES DE FONCTIONS USUELLES
1. Fonctions exponentielles et logarithmes Pour tout a €]0; +oof et pour tout &R,
f=1 a? = e%ine In(e®=zlna
Inz
Pour tous réels a et b, Pour tout 2 €]0; +oof, logz = o
n
b a.b -y _ & b .ab
e =c'e el = o (€%’ = e Pour tout £ €R et pour tout y €] 0 +oof,

T

y=¢e" équivauta z=iny.

z ]
Pour tout 2 €}0; +oo], 1nm=f —di
ot 2. Racine n'™e

Inl1=0 Ine=1 Pour tout n e N*, pour tous z&[0; +oo et y & [0; +oof,
Pour tous ¢>0 et b> 0, v=%z équivaut & 7=y
o
= — — 1
lmab=lna+lnb et In ) na-Inb Pour tout n €N et pour tout z€]0; +o[, 27 = Vz

C. LIMITES USUELLES DE FONCTIONS

Comportement & Vinfini Comportement & Porigine de In(l +z), ¢, sinz
lim In%=+oo lim &® =+co lim =0 Iimm =1
2-+c0 Terbeq Trbmoa 20 z

Comportement & Uorigine

m £ o
- . 1m =
limlnz=-co limzlng=0 w0 1
T30 z=0
, v e
Croissances comparées & Uinfini i sing )
im =
i , . . Iz PRGN
lim — =400 Hm ze®=0 lim — =0
T=+co T L-d0d Tdboo T

Pour tout neR*,

X

m — =+ lim z"e* =0
Terhea BT e

. Inz .

lim ={ lim #"e® =0

Ferbeo Lt



D. DERIVEES ET PRIMITIVES

Les formules ci-dessous peuvent servir 4 la fois pour calculer
des dérivées et des primitives sur des intervalles convenables.
Les hypothéses permettant de les utiliser doivent étre vérifiées

par les candidats.

1. Dérivées et primitives des fonctions usuelles

f(@) f'(z)
k 0
T 1
", nelN | pzrl
1 1
z 7
—., nei* n

Inz

ez

a* a*xlna
cos T —sin T
sin x cos T

1
tanz —
COs” T

2. Opérations sur les dérivées

(kw) = kv kétant une constante

okt
(v =-=

(ut+t vy =u' + v

(wvY = v+ud

’ ey
(e =e" o (lnw = %—

w™ =nu" v (nel)

E. CALCUL INTEGRAL
Les hypothéses permettant d’utiliser les formules suivantes
doivent &tre vérifiées par les candidats.

Formules fondamentales

b
Si F' est une primitive de f alors f fBdi = F(b) - F(a).

@ b ¢
f fhdt =~ f fydt
b

Si gla) = fzf(t)dt alors ¢'(z) = fiz).
Formule de Chasles

cf(t)dt: bf(t)dt+- cf(t)dt
a a [

Linéarite
b b b
[ @ro+pamra=e [ rwares [ owat
Positivité
b
Sia<bet f20 alorsf f(hdt=0.
a
Ordre
b b
Sie<bet f<g alors f f(t)dt:sf g(Hdt.
a n
Inégalité de lo moyenne
SiasbetmsfsM
b
alors m(b—a) < f Jdt < M(b— a)
a
Intégration par parties
b b
f w(t) v'(8) dt = [u(t) w(t)]4 - f w'(2) o(t) dt

a a

b
La valeur moyenne de f sur [a, b] (a+ b) est bi - f flHrde.

F. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Pour tous e e R” et be R, les solutions de P'équation
différentielle 3 = a y + b sont les fonctions définies sur R

parf(a:)zCe”—%, CeR.

ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

A, CONGRUENCES

Pour tous e e Z, be Z, pour tout ps N*,

pour tout nEN et n= 2,

sta=b [n]l et o’ =8 [n], alors

a+a =b+¥ [n] a—a' =b-b [n]

aa’ =bl [n] aP = B [n]

B. CARACTERISATION COMPLEXE DES SIMILITUDES
- Dimilitnde directe : 2’ = az+bottecsC", beC

~ Similitude indirecte : 2’ = aZz+bolaeC*, bel

Dans les deux cas, le rapport de la similitude est égal 4 |a]

C. ENSEMBLES DE POINTS

Dans un repére orthonormal (O; 47, _k'), une équation du
cylindre d’axe (O; 75) et de rayon 7> 0 est 2 + 3 = 2.
Une équation d’un cone d’axe (O; :_1:) est 2% + 17 = 2 tan? @ .
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