Ces éléments de correction n’ont qu’une valeur
indicative. Ils ne peuvent en aucun cas engager Ia

responsabilité des autorités académiques, chaque jury
est souverain.



SMAOSMEIC - SMASSMEiC

SESSION 2005

CORRIGE

MATHEMATIQUES

- Série S -

Ce document comporte 5 pages numérotées de 1 a 5



ELEMENTS DE CORRECTION

1l est rappelé que ce document est i Pusage exclusif des jurys. La régle de confidentialité
relative aux commissions d’entente et aux travaux des jurys s’applique 3 son contenu.

EXERCICE 1 (4 points)
Partie A

Soient deux suites (u,) et {v,) adjacentes, définies sur N, telles que (u,) est croissante et (vn)
décroissante.

La suite (u,) étant croissante, pour tout » appartenant 4 N, on a up < u, ; or, on a aussi u, < Vins
donc uy < v,. On en déduit que la suite (v,), qui est décroissante, est minorée par ug ; elle est
donc convergente ; soit @ sa limite.

La suite (v,) étant décroissante, pour tout » appartenant & N, on a vy > v,; or, on a aussi
U < v, donc u, < v, On en déduit que la suite (), qui est croissante, est majorée par vy et
donc que (u,) est convergente ; soit b sa limite,

Ona lim v,=a et lim u_=b, avec a et b réels ; donc lim (u,~v,)=b— a ;or on sait
nept n—btoo Nt f

que lim (u,~v,)=0,donca==a.

Repta0

Les deux suites (uy) et (v») sont bien convergentes et elles ont la méme limite.

Partie B

Ona v, = —, pour » appartenant & N.

L

1) Considérons la suite (u,) définie par u, = ——-—1—1 ; (un) est convergente (vers 0) et, pour tout
n+

n,onav,= —2n-2, donc (v,) n'est pas convergente. L 'affirmation (1) est fausse.
2) Soit (ux) une suite minorée par 2, c’est-a-dire que, pour tout # appartenant & N, u, > 2;

1 -2 . . ., .
alors — < %, d’ot — > —1, soit v, > —1 ; (v,) est bien minorée par —1. L'affirmation (2} est
u u

H "

vraie,

3) Soit (u,) définie sur N par u, = —l—f ; (un) est décroissante, On a v, =-2n-2, et (v,) est
n+

décroissante ; on en déduit que /'affirmation (3) est fausse.

4) Soit (u,) définie sur N par u, = (-1)" ; (u,) diverge.

-2 L . .
On a alors v, =( ; on en déduit que vy, = -2 et vp+1 = 2, donc (v,) diverge aussi.

n?

L'affirmation (4) est fausse.
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EXERCICE 2, non spécialistes (S points)

1) Le centre du cercle € est le milieu J de [OA], d’affixe %, et son rayon est oA = -_-21- Donc,

1

m—...—
2

pour tout point M de €, M = -21- et
2) Le point L est I'image du point M par la rotation de centre O et d’angle g—, donc /=im. Le

point P est I'image du point M par la rotation de centre A et d’angle —g, donc

p—l=—i(m~1) et p=—im+1+i.

J)a) o= p+! = %—l, qui est indépendant de m.
by Q= |1 .—.%. Donc Qe€.

Deplusxg=x; = —;- et yq > 0, donc Q est le point de € tel que (E,fi)= —;f

1

4) a) KN = |i2m-1)| = | 2i|x m=— = 2JM. Or JM est constante, égale 3 %, donc KN est

constante, égale 4 1.
Autres solutions : en montrant que le triangle KMN est rectangle en M et en luj appliquant le
théoréme de Pythagore ou en montrant que les triangles KMN et OMA sont isométriques.

b) e? (n - O)=1+i)m-2-2i=k— ®, donc K est I'image de N par la rotation de
centre O et d’angle g - Le triangle ONK est rectangle et isocéle en 0.

5) Le triangle ONK étant rectangle et isocéle en Q,onaON=QK = % D’ott

ON=QK = “15 , d’aprés le 4). Donc N appartient au cercle de centre 2 de rayon —j: .

V2 2

EXERCICE 2, spécialistes (5 points)
Partie A
c el MR 1 —— T
1) a) Le rapport de la similitude fest égal & ——v = —_ ; son angle est (MN,MR)=—— .
) a) Le rapp S est ég MN " 75 g ( ) y

b) En utilisant I’écriture complexe de la similitude /, on obtient :

T, doi =20 - L1+ = L2, Lo

1
r—-m=—e
V2
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2) L’isobarycentre du quadrilatére MNPQ a pour affixe i—(m +n+ p+g).
L’isobarycentre du quadrilatére RSTU a pour affixe Z tel que :

= i—(r-i—s +t+u)=~;—[(1+i)m +(1-Dn+(+in+(1-)p+(I+D)p+(-i)g+(+i)g+{(1-)m],
c’est-a-dire Z = -i—(m+n +p+q). Les quadrilatéres MNPQ et RSTU ont donc le méme

isobarycentre.
3)2) Ona u—s= é—[(n g+ (I- m— 1+ Dr— (- D) p]= %{(H )g- n)+ (= i)(m— p)]
ot t—r= %[(1+ )(p— m)+ (1-)(g- n)], d'oi :
i(t—-r)= ‘;-[(i" D(p-m)+ (1+i)g- m)]= al“[(l" Ym— p)+ (I+i)g— n)]=u-s.

b) De I’égalité précédente on en déduit que =1 ce qui se traduit géométriquement par
t—r

SU_1 et ®E50)=".
RT 2

Les longueurs RT et SU sont égales et les droites (RT) et (SU) sont perpendiculaires.

Partie B

1) Les points R et T d’une part, et S et U d’autre part, sont distincts ; il existe donc une unique
simnilitude directe qui transforme R enSet T en U.

D’apres les résultats de la partie A, question 3) b), le rapport de cette similitude est 1 et son

angle g ; cette similitude est donc une rotation g.
2) Soit ) le centre de la rotation g; on a QR = QS et QT = QU, donc Q appartient 2 la
médiatrice de [RS] et 4 celle de [TU].

Dans le cas de la figure, les médiatrices de [RS] et [TU] sont concourantes, donc Q est le
point d’intersection de ces deux médiatrices. D’ot la construction.

EXERCICE 3 (5 points)

I3
1) a) Les valeurs prises par X sont 0, 1, 2 et 3. Le nombre de choix possibles est [ 3 J = 286.

(SJ [3JX[IOJ

3 1 2)711 15
X=0)==L=—%0,003; p(X=1)= 22 = 50104 ;
PX=0) 286 286 px=1 286 143

_e,,—— e

286 286 286 143

(3) [IOJ [10)

x

112 3

p(X=1)= =130 0472, p(X=3) = =5 0419
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30-+2x135+3x120 _ 30

b) E(X) = — 22,307,

286

2) a) Arbre pondéré :

b) pR)=—0x L1 3L 109 1 soe
13 2 7 2 182

)= P(C,AR)_10 182 _ 70
YTTPR) 26100 109

¢) pe(C ~0,642 .

73
3a)p,=1- (ISIJ

b) On cherche n entier naturel, le plus petit possible, tel que L{%} 2 0,99, soit

nln-1> < In(0,01), d'od n = 6.
182

EXERCICE 4 (6 points)
Partie A
i i :
a) Pour tout réel x, f(x) = 3e =— 3e -3 {(e* =0).

2iet 33(237 +1) 2e 441

b) lime K = hrn e* =0 donc, d’aprés la relation du 1) a), lim f(x)=3.

X3+ Xo-m

X

lime * = lim e* =+oo donc, de méme, lim f(x)=0.
X—3-t0 Ardw —3—c0

=X

¢) La fonction f est dérivable sur R car la fonction x> e ¢ est dérivable sur R et, pour

-2 _“_l_e-;] WX
=3x_____‘f__ 3 e ¢

tout réel x, on a : f'(x) = —X—————_. La fonction f est donc

strictement croissante sur R.
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Partie B

x
1) a) Les solutions de (E;) sont les fonctions définies sur R par x+»Ce*, ot C est une
constante réelle.

{
b) D’aprés la relation du 1) a) et g(0) =1, on trouve g(t) =e*.
¢) g(f) >3 équivaut & ¢ > 4In3, avec 4In3 ~ 4,4. C’est donc & I'issue de 5 années que la
population de rongeurs dépassera 300 pour la premiére fois.
2} a) u(0)=1 équivauta h(0)=1.
u’ - 1 1 1, 1

Ona# =l. Donc u'=%-%_ équivaut & —-=——-——0. c’est-a-dire h'=~—h+—.
u 4 12 h® 4h 12k 4 12

b) Les fonctions % solutions de y'=—:11 y+T12— sont les fonctions définies sur R par

it

-~ b .
t—Ke* +-§ , ou K est une constante réelle.

-t

On sait que A(0) =1, donc h(t)=-§e“‘_ -1% .D’oti u(r)=

2«3—T +1
c) Pour tout ¢ 2 0, u(*) = f(t}). Donc, d’aprés le résultat de la partie A, la population de
rongeurs tend vers 300.
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