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Exercice 1 (commun) 6 points

Partie A

1) a) Sur]-1;+oo[,lafonction affine (x — x + 1) est strictement crois-
sante et est a valeurs dans ]0; +ool, intervalle sur lequel la fonc-
tion In est strictement croissante, alors (par composition, puis
somme avec la constante 1)

f est strictement croissante sur ] — 1; +oo].

b) ¢ Limiteen —1

lim1 (x+1)=0 et )l(lmo In(X) = —o0o, par composition et somme
X—— —
avecl:

lin_l1 fx)=-0c0

e Limite en +oo

lim (x+1) =+4c0 et lim In(X) = +oo, alors (composition
X—+00 X—+

et somme avec 1)

im0 =00

2) a) lim1 f(x)=—-oc0 et lim1 —x =1, alors (par somme)
X—— X——

lim g(x) =—-o0
x—-1



In(X
b) lim (1+x) =400 et lim mix) =0 (croissance comparée),
X—~+00 X-0 X

alors (par composition)
In(1+x
lim 209
x—+oo 1+x

1 +ln(1+x) X
d+x I+x  1+x

~
—0en +oo

Vx>-1, glx)=(0+x)

~
——1en +oco

Par conséquent,

lim g(x)= lim —(1+x)=-o00
X—+00 X—+00

c) gestdérivable sur]—1;+o0] et,
1 —-X
Vx>-1, gx)=f(x)-1=———-1=—
g0 =71 1+x 1+x

Puisque x>-1, 1+x>0 et
e sur]—1;0[, —x >0, alors g’(x) >0:
la fonction g est strictement croissante sur | —1;0] ;

e sur]0;+oo[, —x <0, alors g’(x) <0:
la fonction g est strictement décroissante sur [0; +oo].

x |-1 0 +00

g'(x) + 0 -

I

d) gestcontinue (car dérivable) sur]-1;0] et 0 e

xlin—ll g(x);g(0) ]

alors (théoréme des valeurs intermédiaires) I'équation g(x) =0
possede au moins une solution dans | — 1;0], g étant de plus
strictement monotone (croissante) sur | — 1; 0] cette solution est
unique. On la note a et a €] — 1;0].




De méme,
g continue, strictement monotone (décroissante) sur [0; +oo[ et

0e xlir}_’l g(x); g(0)|, alorsI’équation g(x) = 0 aune, et une seule
—+00
solution  dans [0; +oo[ et, puisque g(2) >0et 0> g(3), B € [2;3].

e) De c) et d) on déduit le signe de g(x)

b -1 a B +00

signe de g(x) — 0 + 0 —

Le signe de g(x) = f(x) — x indique la position relative de € par
rapporta D :

— €y estau-dessous de D sur ] — 1;af et sur | §; +ool;
— % estau-dessus de D sur ]a; f.

Partie B
1) On considere la proposition dépendant de I'entier naturel 7,

Pn) : «2<uy < Pr
On raisonne par récurrence :
Initialisation 22(0) : «2 < ug < B » est vraie car ug = 2.
Hérédité Soit n e N.

On suppose que P(n) : «2<u, < f» estvraie. (H.R)
Démontrons qu’alors P(n+1) : «2< uyy) < f» estvraie.

Puisque, Partie A, question 1) a), f est croissante sur ] — 1;+oo[ :

Si 2<u,<pf alors f(2) < f(u,) < f(B)
alors 1+In(3) S uu41 < f(B)

comme 2<1+In@3) et g(B)=f(B—-B=0, ona f(B)=4,

alors 2<uuyy1 <P
Conclusion VnelN, 2<u,<f

2) SoitneN, upi1—un=f(uy) —u,=gluy).
Puisque VneN, u,el[2;6] et gpositivesur [2;0], alors
VneN, upe1—u, =0

La suite (u,) est croissante et majorée alors elle converge.




Exercice 2 (commun) 4 points

Partie I
1) Le dé est équilibré et possede deux faces noires sur 6, la probabilité

d’obtenir une face noire lors d'un lancer est 3

Les deux lancers sont indépendants, alors la probabilité d’obtenir
deux faces noires a I'issue du jeu est

1 1 1

ZxZ==
3 3 9
2) Lévénement C est la réunion des événements, deux a deux incom-
patibles : «les deux faces sont noires », «les deux faces sont vertes »,
«les deux faces sont rouges », alors

1 1 1 14 7
PO ==+—=+-=—=—
9 36 4 36 18
3) «lesdeuxfaces sontde couleurs différentes » est]’événement contraire
de C, alors sa probabilité est

_ 7 11
P|IC|l=1-PC)=1-—=—
€)=1-PO1=1-F5=15
4) Considérons!’événement V : «les deux faces sont vertes»,ona V< C
donc VN C =V.Alors

P(V)_P(VmC)_P(V)_LXB_i
ST TPy TP 36 7 1a

Partie II

1) a) Considérons les événements V) : «la face obtenue au premier
lancer est verte », V5 : «la face obtenue au second lancer est verte »,

2 oW
3 =
1\
3
4

1/6 V,




b) Sachant que I'on a obtenu une face verte au premier lancer, on
lance le dé B au deuxiéme lancer et la probabilité d’obtenir alors
une face verte est :

2
Py, (V) = 3
2) Laprobabilité d’obtenir deux faces vertes :

P(VinVz) =P(V1) x Py, (V2) = - x

Wi
wiln
©l

3) D’apres la formule des probabilités totales :

P(Vo)=P(VinVo)+ P(N1NV2) = =+

[N

Ol
W]+~




Exercice 3 (commun) 5 points

Partie A

1) Soit f une fonction définie et dérivable sur ]0; +oo[ alors la fonction

2)

. ACY)
g:x glx) = .

— quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’an-
nule pas sur ]0; +oo[ — est dérivable sur ]0; +ool,

Vx€]0;+ool, f(x)=xgx) et f'(x)=gx)+xg (x)
Si f vérifie la condition (E), alors
Vx>0, xf'(x)- f(x) = x?e** (E)
alors
Vx>0, x(g(x)+xg (x) - xg(x) = x°g'(x) = x*e**
alors (puisque Vx >0, x? # 0)

Vx>0, g'(x)=e*

D’apres la question précédente, si f vérifie la condition (E), alors g
est une primitive sur ]0; +oo[ de (x — €2¥), alors

g : 10;+00f — R
1
x — g(x):ie2x+k onkeR
Alors
f 10400 — R
1
x — f(x):xg(x)zixez’%kx oikeR
Réciproquement, on doit s’assurer par le calcul que toute fonction

f de la forme ci-dessus est définie, dérivable sur ]0; +ool et vérifie la
condition (E).




1
3) f estune fonction de la forme précédente telle que f (5) =0 si, et

1 1 e
seulement si, Ze + Ek =0 cest-a-dire k= -5

Vx>0, f(x)= %x(ezx—e)

Partie B
1
1) Yxe€[0;+ool, h(x) = Ex(ezx —e)

alors, pour x > 0, h(x) est du signe de e** —e!

alors, par stricte croissance de la fonction exp sur [0; +ool,

2x 1 1
e >e <:>2x>1<:>x>5

On en déduit le tableau de signe de h(x)

X 0 % +00
signe de x 0 + +
signe de e** —e - 0 o+
signede h(x) |0 — 0 +
1 u(x)=x u'x)=1
2) a) Pour tout x € [0; 3], on pose { V() = €2¥ { b = Let

les fonctions u, v, u’ et v’ sont continues sur [0; 1], on peut alors
effectuer une intégration par parties selon la formule :

b b b
fu(x)u’(x)dx:[u(x)u(x)] —f U () v(x)dx

a

1

1 1
2 1 2 21
fxezxdx = |=xe?* —f —e**dx
0 2 o Jo 2
1 [1,]°
= —e—|-e
2|2 |,
1 1 1
= —e——e+-
4 4 4
B 1
4




Alors, par linéarité de I'intégrale

1 1 1
2 1 (2 e (2
fh(x)dx = —f xezxdx——f xdx
0 2 Jo 2 Jo

1

o 1_ella)?

8 2127 |,

_ 1 e 2—e
8 16 16

b) Puisque & est négative sur [0; 3], 'aire, en unité d’aire, de la par-
tie du plan située en dessous de I'axe des abscisses et au-dessus
de la courbe € est

3 e—2
f —h(x)dx =——
0 16




Exercice 4 (non spé) 5 points

Partie I : Restitution organisée de connaissances

Soit a, b, c les affixes respectives des points A, B, C telsque a # b et a # c.

(A_é, TC] = (ﬁ, TC] - (ﬁ,A_é) relation de Chasles
= arg(c—a)—arg(b—a) prérequis
= arg( ‘- a) propiété des arguments
b-a
Partie Il :
1) a) Soit b’ I'affixe du point B/, image du point B d’affixe i.
Par définition
i i i
b) Soit z #0.
Siz'=1,alorsz=z—1—i,alors0=—-1—-i IMPOSSIBLE!
Donc
VzeC*, 2/ #1
2) Soit z #0.
, z—1-1i . .
|Z|:1<:> =1 < |z-1-i|l=|z]| = |z—- 1 +1i)|=z-0|

Par interprétation géométrique du module d'un nombre complexe :
|zp —zal = AB
Ainsi
|Z'| =1 & AM=0OM < M appartient a la médiatrice du segment [OA]
3) Soit z #0.

z=1+i ou

1+i—-z

! 2
Z' estréel <— - ):kn, ke
-z

, z—1-1
arg(z’) :arg( 2 ):arg

D’apres Partie I,

M=A ou

, .
Z estréel <— { (AM,OM)=I€7I»’C€Z

Z estréel < ZM et O_M # 0 sont colinéaires < M€ (OA) et M # O




Exercice 4 (spécialité) 5 points

Partie I : Restitution organisée de connaissances

Soit a, b, c, d les affixes respectives des points A, B, C, D,oua#Zcetb#d.

Condition nécessaire Si s est une similitude directe d’écriture complexe
Z=az+p,ouaecC*etfeC,telle que s(A) = B et s(C) =D, alors :

b = aa+p
d = ac+p

— par différence membre a membre —
b-—d=ala-c)

Puisque a # c et b # d, nécessairement

b-d dla-c)—ab-d b+cd
#0 puis f=b-aa= (a-c)-al ):_a +e
a-c a-c a-c

a=

Si s existe, alors elle est unique.

. .. , b-d ab+cd o
Condition suffisante On vérifie que z’' = P z— P est I'écriture
complexe d'une similitude directe s du plan qui transforme A en B
etCenD.
D’otu1 'existence de s.
Partie I1
G D C
A
F E
1) a) A B
1 1 1 1
b) a=0;b=1;c=1+i;d=i;e==i; f=—-+-1; g=—=+1i.
) 2 ! 2 2 § 2

c) D, F, B, D sont «quatre points » du plan tels que D # F et B # D,
alors — Partie I — il existe une unique similitude directe s du
plan telle que s(D) = F et s(B) = D.

10



2) a) Lerapport k de s est égal a

" DB |b—d|

k= _| |_‘b—d B _‘1.‘_1
= == 50=g
I'angle 0 de s est égal a

0= (ﬁ,ﬁ) = (E,ﬁ) - (@,D_é) =arg(d— f)—arg(b—d)

d-f 1\ =
0= arg(—b_d) = arg(il) =3 (27]
b) Lécriture complexe de s est de la forme
Z=az+p
io_ L.
avec a =ke =§1 et peC.

On détermine 8 en exprimant que s(B) =D :
1
i=—ix1+
5 B
- 1o
D'ou p= 51 et 'écriture complexe de s est

z'—li(z+1)
2

c) Laffixe du centre Q2 de s est la solution de I'’équation :
1, 1, ( 1 ) 1,
z=—iz+ -1 <<= [1-=i|z==1
2 2 2 2

i i(2+1) 1 .
= z=——= =——+-i
5 5

[\
|

—

o

Finalement
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