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MATHEMATIQUES

Seérie S

Enseignement de Spécialité

Durée de 'épreuve : 4 heures — Coefficient : 9

Ce sujet comporte 6 pages numérotées de 12 6.

Du papier milimetré est mis & fa disposition des candidats.

L'utilisation d’'une calcutatrice est autorisée.

Le candidat doit traiter les qualre exercices.

L e candidat est invité a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme
incompléte ou non fructueuse, qiril aura développee.

it est rappelé gue Ia qualité de fa rédaction, la clarté et la précision des

raisonnements entreront pour une part importante dans Fappréciation des coples,
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EXERCICE 1 (5 points)

Le plan complexc est rapporté & un repére orthonermal direct (0;id.7).

Partie A — Restitution erganisée de connaissances

Prérequis
Soit z un nombre complexe tel que z=a+bi od act & sont doux nombics réels.

On note z, lc nombre complexe défini par z=ag—bi.

Questions

4) Démonirer que, pour tous nombres complexes z ¢t ', zxz' =zxz.

b) Démontrer que, pour tout enticr naturel # non nul et tout nombre complexe z, 2" = (2) "

Partie B
On considére 1’équation (B} : z' =—4 ot z cst un nombre complexe.
! P

1. Montrer que si e nombre complexe z est solution de 1I’équation (E) alors les nombres

complexes —zct 2 sonl gussi solutions de I’équation (E).

2. On considére le nombre complexe z, =1+1.
a) Ecrire Ic nombre complexe z,; sous forme cxponentielle.

b) Vérifier que z, est solution de I"équation (E).
3. Déaduire des deux questions précédentes (rois autres solutions de I'équation (E).
Partie C
Sojent A, B, C et D les points &’affixes respectives
z, =14i, zg =—1+i, zo =—1=i et zp =1-i.
Soil la rofation du plan de centre C et d’angle de mesurs _I

On appelle E 'image du point B par » et F celle du point D par r.
1. Déterminer 'éoriture complexe de la rotation r.
2. 1) Démontrer que 1"affixe du point E, notée z, estégalea —1+ NEY
b) Détcrminer 'affixe zg du point F.

ZA _ZE
Zﬂ_zF

cst un réel.

¢) Démontrer que ¢ quotient

d} Que peut-on en déduire pour les points A, B et F 7
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EXERCICE 2 (3 points)

Des robots se trouvent au contre de gravité O d'un triangle de sommets S, Tet X.
Chacun sc déplace en trois étapes successives de la maniére suivante :

» i chaque étape, il passe par 1'un des trois sommets S, Tou X puis il rejomt le point O ;

+ les robots sont programmés de telle sorte que, lors d'une élape, la probabilité de passer par
le sommet S est égale 4 celle de passer par le sommet X et la probabilite de passer par le
sommet S est Je double de celle de passer par le sommet I ;

» Ics différentes ¢tapes sont indépendantes les unes des antres.

» on ne tient pas compte des passages par le point 0.

Partie A - Un seul robot
Un seul robot se trouve au point O

1. Démontrer qu’a chague étape, fa probabilité que le robot passe par le sommet I cst ¢gale
c 1
1 —-
5
2. On note E I'événement
« an cours des trois étapes, le robot passc successivement par les 3 sommets 5, I, X dans

cet ordre ».

s 4
Démontrer que la probabilité de E esl égale & T
3

3. Onnote F Peévéncment :
« au cours des trois étapes, le Tobot passe exactement par les sommets S, I, X dans un ordre
quelcongue ».
Déterminer 1a probabilité de F.

Partie B — Plusienrs roirots
Des robots se trouvent au poing O, leurs déplacements étant indépendants les uns des autes.

Ouel nombre minimal » de robots doit-il y avoir pour que la probabilité de 1'événement « au moins
I"un de ces robots passe successivement par les sommets 5, I, X dans cct ordre » s0it supérieure ou

égale 4 0,99 7
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EXERCICE 3 (5 points)

Les parties A et B sont indépendantes
Pariie A

On considare I'équation (B) : 7x—6y =1 od x ct y sont des entiers naturels.

1. Donner unc solution particuliére de Péquation (E).

2. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers naturcls solutions de I*équation (E).

Partic B

Dans cette partie, on sc propose de déterminer les couples (n,m) d’entiers naturels nen nuls

vérifiant la relation : 7" —3x2™ =1 (F).

1, Onsuppose m<4
Montrer qu’il ¥ 2 exactement deux couples solutions.

2, Omn suppose imaintenant que w3z 3.
a) Montrer que si 1e couple (. m) vérifie [a relation (F) alors 7" =1({modulo32).

b) En éudiant les restes de Ta division par 32 des puissances de 7, montrer gue si lc

couple {n,m) vérific la relation (F) alors  est divisible par 4.
¢} En déduire que si le couple (#,m) vérifie la relation (F) alors 7” =1 (modulo 5).

d} Pour m 3z 5, existe-t-il des couples {n,m} denticrs naturels non nols vérifiant la

relation (F) ?

3. Conclure, c'est-i-dire déterminer I"ensemble des couples d’entiers naturels non nuls
venfiant 1a refation (F}
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EXERCICE 4 (7 points)
L’annexe, page 6, scra complétée et remise avec la copie 4 la fin de Uéprenve.

Partie A

1. Op considére la fonction g définie sur [I,+eef par g{x)=In{2x}+1-x.

4) Cette question demande le développement d'une certaine démarche comportant
plusieurs élapes. La clorté du plan d'étude, la riguewr des raisonnements ainst que la
qualité de la rédaction seront prises en compte dans la notation.

Démontrer que I'équation g{x) = 0 admet sur [1,+ [ une unique solution notée o.

b) Démentrer que I (2a)+1=2.

2. Soit la suite (u, }définic par 1, = 1 &t pour tout entier naturel 7, u,,, =In (2w, ) +1.
On désigne par (T} Ia courbe d*équation y = In{Zx)-+1 dans un repére orthonormal
(07, 7). Cetic courbe est donnée cn annexe page 6.

a) En atilisant la courbe (I}, construire sur ["axe des abscisses les quatre premiers termes
dc la suite.
b} Démontrer que pour tout entier naturcl #, 1 € v, € u,., 3.

c) Démontrer gie 12 suite (i) comverge vers .
Partie B
On considére 1a fonction £ définie sur [0,+se par f(x)=(x—I)e'*.
On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction / dans un repére orthonormal (0:7. 7).
Cette courbe est donnée en anncxe page 6.

1. Pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1, on pose :

F{x)= J. f(r)dt=J. (f—De' dt

a) Démonlrer que la fonction F est croissante sur (1,+o9[
b) Montrer a I'aide d*une intégration par parties que pour tout réel x appartenant 4
[1,400], Flx)=—xc"" +1.

1 .
c) Démontrer que sur [1,+=<[, I’équation F(x) =3 est équivalente & Pégqualion
In(Zx}+1=x.

2. Soit un réel asupéricur ou égal & 1. On considére la partic D, du plan limitée par la courbe
(C), "axe des abscisses el les droites d’équations x =1 ¢t x=a.

Déterminer a tel que aire, en unités d’aire, de D, soit égale Y et hachurer 2, surle

graphique.
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ANNEXE

Cette page sera complétée et remise avec la copie & lu fin de Udprenve.

EXERCICE 4
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