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Exercice 1 : Probabilités
Partie A

1. D’apres P5-(D,) = 0,3 et P, (A) = 0,2
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2. D’apres la formule des probabilités totales :
P(A) =P(D;nA)+P(D;NnD,NnA)=0,4%x0,3+0,6%x0,7x0,2=0,204

3. Oncalcule P4(D;)
_ P(Din4) _ P(DYXPp,(4A) _ 04x03 _ 10 _
Py(Dy) = P(A) P(A) = 0204 17 0,59.

La probabilité que la personne ait décroché au premier appel sachant qu’elle a acheté

le produit est de %, soit environ 0,59.

PartieB :

1. a. X suitlaloi binomiale B(30;0,204).

b. On calcule P(X = 6).
P(X =6) = (%) x 0,204° x 0,796** = 593775 x 0,204° x 0,796** ~ 0,179.
La probabilité qu’exactement 6 personnes achétent le produit est d’environ 0,179.

c. EX)=np=30x0,204=6,12
Sur un grand nombre d’échantillons de 30 personnes, en moyenne 6,12 personnes
achéteront le produit.



2. On note Y la variable aléatoire qui donne le nombre de personnes qui achétent le
produit dans un échantillon de n personnes contactées.
Appeler une personne est une épreuve de Bernoulli dont le succes est « la personne
achéte le produit » de probabilité 0,204.
On répéte n fois cette épreuve de facon identique et indépendante. On a donc un
schéma de Bernoulli de parametres n et p = 0,204.
La variable aléatoire Y qui compte le nombre de succes (le nombre de personnes ayant
acheté le produit) suit donc la loi binomiale B(n ; 0,204).

On calcule la probabilité qu’au moins une personne achéte le produit, soit P(Y > 1)
Pourtoutn € N*, P(¥ = 1) =1-P(Y =0) = 1 — () x 0,204° x 0,796™
P(Y>1)=1-1x1x0,796"=1-10,796™.

On cherche n tel que P(Y > 1) > 0,99

< 1-0,796" > 0,99 < 0,796™ < 0,01 © In(0,796™) <In0,01 car la fonction
logarithme népérien est strictement croissante sur |0 ; +oo].

& nln0,796 < 1n0,01 & n > %car 0,796 < 1 doncIn 0,796 < 0.

In0,01

r
In 0,796
personnes pour que la probabilité qu’au moins I'une d’entre elles achéte le produit

soit supérieure ou égale a 0,99.

=~ 20,18 donc n = 21. Ainsi, il est nécessaire de contacter au moins 21



Exercice 2 : Fonctions

1.

lirr(1)(3x+1)=1 et lirr(l)(xlnx)=0 (croissance comparée) donc par produit
X—> xX—>

lin(l)(—len x) = 0 donc par somme lin‘} fx)=1
X— X

En +o0, forme indéterminée
Pour tout x €]0; +oo[, f(x) = x(3 + l— 21Inx)

11111 i— 0 et 1121 Inx = 4o donc par produit 11m ( 2Ilnx) = —co donc par
X—+00 X—+00
somme lim (3 +; —2lnx) =-—oet lim x = +o0 donc par produit
xX—+00 X—+00
lim f(x) = —
X—+00

a. f estdérivable sur]0; 4oo],

Pourtoutxe]O;+00[,f’(x)=3—21nx+x><_x—2=3—2—21nx=1—21nx.
1

b. Pourtouth]O;+00[,f’(x)>0(:)1—21nx>0(:)lnx<%(:>x<eicarla

fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Onadonc:
1
x 0 ez a 400
Signede f'(x) || + 0 -

1
. | 2ez +1
Variations de f |

|1

1 1 1
f(e2)=3e2+1—2><elen

()

1

1 1 4 1
=3e2+1—2><e2><5=262+1

a. Sur [e% ; +0o[, lafonction f est continue (car dérivable) et strictement décroissante.
f(e%) = 2e% +1>0 etxl_i)rfloof(x) =—et0E [2e%+ 1; —oof

Donc, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) =
0 admet une unique solution a sur [e% ; +ool.

Sur ]0; e%], la fonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante.
Li_r)r&f(x) =1 > 0doncsur]0; e%],f est strictement positive. Ainsi, 'équation f(x) =
0 n"admet aucune solution sur |0 ; e%].

Ainsi, 'équation f(x) = 0 admet exactement une solution a sur |0 ; +oo].

b. D’apres le tableau de variations, on peut déduire le tableau de signe suivant :
X 0 a +o0
Signe de f(x) | + 0 -




4. F estune primitive de f sur ]0; +oo[. Donc, f est la dérivée de F sur |0 ; +oo[. On sait
1 1
que, sur [ez; +oo[, f est positive sur [ez;a] et négative sur [a; +oo[, ainsi, sur
1
[ez; +oo[, F n'est pas monotone, on ne peut donc pas affirmer qu’elle est strictement

décroissante.

5. a. Lafonction f’ est dérivable sur]0; +oo.

Pour tout x €]0; +oo[, f"(x) = —%.

Pour tout €]0; +oo[,x > 0 donc par quotient " (x) < 0. Ainsi, la fonction f est
concave sur |0 ; +oo].

b. f/(1)=1-2In(1)=1-2x0=1
etf(1)=3x1+1-2x1xIn1=3+1-2x0=4.
T apouréquationy = f'(Dx—-1D+f(1)=1(x—-1)+4=x+ 3.

c. Lafonction f est concave sur ]0 ; +oof, donc C est au-dessus de ses tangentes, et
en particulierde T.

Doncpourtoutx € ]0; +o[,f(x) =2x+3 e 3x+1—-2xInx =>x+3

—2x+2 1

-2 2
oshx>=2Z+=-—olnx>1—-.
—2X -2X X

o —2xlnx>-2x+2<Ilnx >



Exercice 3 : Suites

Partie A: QCM
1 1 1
1. u0=3 u1=5u0+5><0+1=;><3+1=2,5
1 1 1 1 11 e
U, =-U; +-X1+1==-%X25+-+1=— Réponse a.
2 2 2 2 4

2. Pourtout entier natureln, v, = Upy; —n—1= %un + %n +1—-n-1
Vpy1 = %un - %n = %(un —n) = %vn. Donc la suite (v,,) est géométrique de raison
%. Réponse b.

3. Dans la boucle, le rang du terme calculé est donné par i+ 1, dong, le n de la définition
de la suite doit étre remplacé par i. Ainsi, la ligne 4 doit complétée par I'instruction U
=U/2+i/2+1 Réponse d.

Partie B

1. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,n < u,, < n+ 3.
Initialisation : uy = 3 n=0etn+3=0+3=30r0<3<3donc0 <y, <
0+ 3. La propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier naturel k, k < u, < k + 3 et montrons
qualors k +1 < upy <k +4.
D’aprées I’hypothése de récurrence, k < uy, < k + 3.
On multiplie par% >0 ék < %uk < %(k +3)
Onajoutelk+1 k+ik+1 Sluk+lk+1 <k+3+lk+1
2 2 2 2 2 2 2 2
Par définition, %uk +%k +1=1uk4
Onadonc:k+ 1< upy Sk+§
Or,§S4donck+§Sk+4
Onaalors: k+1 < ugyq Sk+§£k+4soitk+1 Supyr <k +4.
La propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire, donc, d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier natureln,n < u,, <n + 3.
2. D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n,n < u,,. Or, lim n = +oo.

n—+oo
Donc, d’apres le théoréme de com araison, lim u, = +oo.
n
n—+oo



3. Pourtout entier naturelnnonnul,n <u, <n+3
Ondiviseparn>O,2Sﬁsn—+3,soit1Su—"sz+gsoitlgu—"g1+3.
n n n n n n n n
lim 1 =1et lim (1+%)=1.

n—+oo n—+oo

\ , \ . u.
Donc, d’aprés le théoréeme des gendarmes, lim — = 1.
n-+co n



Exercice 4 : Géométrie dans l'espace

1. F(1;1;1)etC(0;1;0).

2. M estle centre de la face BCGF donc il s’agit du milieu du segment [FC].

Donc, M (xC:xF ;yC:yF ;ZC;ZF) donc M(0,5;1;0,5).
N est le centre de la face EFGH donc il s’agit du milieu du segment [FH].

H(1;0;0) donc N (XF25 ; 2200 ;2241 gone N(1;0,5;0,5).

3. a. On vérifie que le vecteur AG est orthogonal aux vecteurs HF et HC.
A(0;0;1) G(1;1;0)
E(xG_xA;yG_yA;ZG_ZA) E(lili_l)
HF (xp = xy ;¥ — Yu32Ze —2y) HF(0;1;1)
m(xc —Xu;Ye — Yu i Zc — Zn) TC(_l ;1;0)
On remarque les coordonnées des vecteurs HF et HC ne sont pas proportionnelles,
donc ces vecteurs ne sont pas colinéaires et définissent bien le plan (HFC).
AG.HF =1x0+1x1+ (1) x1=0. Donc les vecteurs AG et HF sont

orthogonaux.
AG.HC = 1% (-1)+1x1+4+(—1)x0=0. Donc les vecteurs AG et HC sont
orthogonaux.

Ainsi, le vecteur AG est orthogonal a des vecteurs directeurs du plan (HFC) donc il est
normal au plan (HFC).

b. Le plan (HFC) a pour vecteur directeur le vecteur E(l ;1;=1).

Donc, le plan (HFC) a pour équation cartésienne x + y —z+d = 0 avec d € R.

De plus €C(0;1;0) € (HFC) donc xc+yc—2,+d=00+1+0+d=0¢
d = —1. Ainsi, le plan (HFC) a pour équation cartésiennex+y—z—1= 0.

4. Ladroite (AG) a pour vecteur directeur E(l ;1;—1) et passe parle pointA(0;0;1).
x=t
La droite (AG) a donc pour représentation paramétrique :{ y =t te€R.
z=1-1t

5. La droite (AG) a pour vecteur directeur un vecteur normal au plan (HFC) donc la
droite (AG) est perpendiculaire au plan (HFC). Ainsi, comme G € (AG), le projeté
orthogonal du point G sur le plan (HFC) et le point d’intersection entre la droite (AG)
et le plan (HFC).

1

On considere le point R (z ;5;5). Montrons qu’il appartient au plan (HFC).

Xpt+ygr—2zp—1= z +§—§— 1 = 0 donc le point R appartient au plan (HFC).



Montrons que le point R appartient aussi a la droite (AG), c’est-a-dire qu’il existe un

2
t=2
szt 3
. 2 . .
réel t tel que Yyr=1t & t=3 donc t existe donc le point R
zZp=1-t
. t=1-zz=1--=2

37 3
appartient a la droite (AG). Ainsi, le point R est le point d’intersection de la droite (AG)

et du plan (HFC). Le point R G ;g ,;) est le projeté orthogonal du point G sur le
plan (HFC).

. Soit K un point quelconque de la droite (FG). Pour tout réel t, K(1;1;t).

Le triangle KMN est rectangle en K si, et seulement si, KM.KN =0

KM (xy — Xk ;Y = Vi ;2u —2k)  KM(=0,5;0;0,5 — )

KN(Qxy = X5 ¥n = Vi ;2w — 7). KN(0; =0,5;0,5 —¢)

KM.KN = (—0,5) x 0+ 0 x (—=0,5) + (0,5 — )2 = (0,5 — t)?

Donc KM.KN=0< (05-t)2=0& 05—t =0 <t =0,5. Donc, il existe un
unique point K de la droite (FG) tel que le triangle KMN est rectangle en K :
K(1;1;0,5).

Le cube ABCDEFGH est un cube d’aréte 1, donc son volume est de 1 unité de volume.

On prend pour base du tétraédre FNKM le triangle KMN rectangle en K.
KMXKN

2
KM(—0,5;0;0,5—0,5) soit KM(—0,5;0;0) donc KM = /(=0,5)% 4+ 02 + 02 =
0,5 unités de longueur

KN(0; —0,5;0,5—0,5) soit KN(0; —0,5;0) donc KN = /02 + (=0,5)2 + 02

0,5 unités de longueur

05%05 1 .., .
A= . =§un|tes d’aire.

Ainsi, son aireest A =

Vérifions que [FK] est la hauteur du tétraedre FNKM relative a la base KMN.
W(XK —Xp; Yk — YF i ZK — ZF) W(O ;05 =0,5).

FK.KM =0x (=0,5) +0Xx 0+ (=0,5) X0 =0
FK.KN=0x0+0x(=05)+(—0,5)x0=0

Donc, le vecteur FK est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (KMN),

ainsi, [FK] est la hauteur du tétraedre FNKM relative a la base KMN.
1

FK =,/02+0%2+(-0,5)2=0,5==-

2
Donc le volume V du tétraedre FNKM estV = % XAXFK = %x é X % = iunités de

volume.
Ainsi, le volume du tétraédre FNKM représente % du volume du cube ABCDEFGH.



