CORRECTION DU BAC : SPECIALITE MATHEMATIQUES — LIBAN 2023

JOUR 1
Exercice 1 : Fonctions
Partie A:
1. Déterminons la limite de la fonction g en 0.
}Clinx =0 et hm In X = —oo donc par composition 11m In(x?) = —
}Cl_l’)l’(l)(x -2) = —2 donc par somme Lgl& g(x) = —oo.

Déterminons la limite de g en +oo.
lim x? = 4+ et lim InX = +o0 donc par composition hm In(x?) = 4o

X—+00 X—+00
111’_{1 (x — 2) = 400 donc par somme llm g(x) = +oo.
X—+00

2. Dérivons g afin d’étudier ses variations.
La fonction g est dérivable sur ]0; +oo[
On pose pour toutx €]0; +oo[, g(x) = Inu(x) + x — 2 avec u(x) = x>

Donc, g' = u—+ 1 avecu'(x) = 2x.

Pour tout x €]0; +oo], g'(x) ——+1 ——+1 —x+2

Pour tout x €]0; +oo[,x >0 doncx +2 > 0. Ainsi, g '(x) > 0 par quotient. Dong, la
fonction g est strictement croissante sur |0 ; +oo|.

3. a. Sur]0; +oo[, lafonction g est continue (car dérivable) et strictement croissante.
limg(x) = —o0; lim g(x) =+coet0 €] —oo; +ool.
x-0 X—+o00
Donc, d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) =

0 admet une unique solution a sur ]0; +oo[. Ainsi, il existe un unique réel a
strictement positif tel que g(a) = 0

b. D’apres la calculatrice, g(1,37) < 0 et g(1,38) > 0donc 1,37 < a < 1,38.

4. Lafonction g eststrictement croissante sur |0 ; +oo[ et s’annule en a donc la fonction
g est négative sur |0 ; a[ et positive sur Ja ; +oo[. On a donc:
X 0 a 400
Signe de g(x) | - 0 +

PartieB:

1. a. lim(x—2)=-2etlimx =0

x—0 x—0
La fonction f est définie sur |0 ; 4+oo[ donc on s’intéresse a la limite 0 avec x > 0.



. . . X—2 . .
limx = 0% donc par quotient lim=— = —o0 et limlnx = —co donc par produit
x—=0 x-0 x x—0

x>0 x>0

lim f(x) = +o
x—0
b. Ainsi, la courbe C; admet pour asymptote verticale la droite d’équation x = 0.

2. En 400, forme indéterminée.
. . iy x(1-2) 2
Pour tout réel x strictement positif, f(x) = T"lnx = (1 — ;) Inx

lim (1 —%) = let lim Inx = 4o donc par produit li{rn f(x) = +oo.
X—+ 00

X—+00 X—+00

3. Lafonction f est dérivable sur |0 ; +oo,

Dérivons d’abord (x — 2) In x.
Pour tout x €10 ; +oo[, ((x — 2) lnx)' = lnx + =2,

X
On en déduit la dérivée de la fonction f.

Pour tout réel x strictement positif,

f’(X) _ (lnx+%)x—(x—2) Inx  xlnx+x—2-xInx+2Inx _ In(x?)+x-2 _ g(x)
- - - T 2

x2 x2 x2 x

4. Pour tout réel x strictement positif, x2 > 0 donc f'(x) est du signe de g(x) sur
10; +ool.
Ainsi, la fonction f' est strictement positive sur Ja ; +oo] et strictement négative sur
]0; a[. Donc, la fonction f est strictement décroissante sur [0 ; a] et strictement
croissante sur [a ; +oo].

PartieC:

Pour cela, on étudie le signe de f(x) — In x.

—2-x

Pour tout x€]0; 4+, f(x)—Inx= xx;zlnx —Inx = (xx;z_ l)lnx ==
-2

—Inx

X

Pour tout x € ]0; +oo[,x > 0 et —2 < 0 donc par quotient, —% < 0donc f(x) —Inx estdu
signe opposé a celui de Inx sur |0 ; +oo].

La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R, Inx > 0 & x > 1.

Ainsi, f(x) —Inx > 0sur]1; 4+oo[, f(x) —Inx < 0sur]0; 1]

et f(l)—ln1=1—121n1—1n1=0. Ainsi, la courbe C; est au-dessous la courbe

représentative de la fonction In sur |0 ; 1] et au-dessus de cette derniére sur |1; +o[. Ces
deux courbes s’interceptent en x = 1.



Exercice 2 : Probabilités

D’apres I'énoncé, Pr (Tp,+1) = 0,8 et Py (V1) = 0,4 pour tout n € N.

1' 0,8 '!*_i

02< Vi

0,6 T

2. D’apreés la formule des probabilités totales :
p3 = P(T3) = P(T3NT,) + P(T3NV,) = P(T,) X Pr,(T3) + P(V;) X Py, (T3)
p3=08x08+0,2x%x06=0,64+0,12=0,76

3. Oncalcule Py, (T).
_ P(NTy) _ P(T)xPr,(V3) _ 0,8x0,2 _ 016 _ 2

Py, (T2) = P(Vs) 1-p3 T 1-076 024 3
La probabilité que M. Durand ait pris les transports le deuxieéme jour sachant qu’il a

. . . . 2
pris son vélo le deuxiéme jour est de 3

0,8 ... Ty
4, _
T,

0,2 w Vas

0.6 T
1_'1

04, |

5. D’aprés la formule des probabilités totales, pour tout n € N,
Pn+1 = P(Tny1) = P(Tpy1 NT,) = P(Thyy N1)
Pn+1 = P(Ty) X P (Tpi1) + P(V,) X Py (Tyi1) = 0,8p, + 0,6(1 — py,)
Pn+1=0,8p,+0,6 -0,6p,, =0,2p,, +0,6.

6. Montrons par récurrence que pour tout n € N*, p,, = 0,75 + 0,25 x 0,2""1,

Initialisation : p; = 1et 0,75+ 0,25 x 0,271 =0,75+0,25x1 =1



Donc p; = 0,75 + 0,25 x 0,217 donc la propriété est vraie pour n = 1.

Hérédité : Supposons que pour entier naturel k > 1, p, = 0,75 + 0,25 X 0,2%71 et
montrons qu’alors py,; = 0,75 + 0,25 x 0,2k,

Par définition, px+1 = 0,2p, + 0,6

Or, d’aprés I’hypothése de récurrence, p;, = 0,75 + 0,25 x 0,2%71

Donc, pr+1 = 0,2(0,75 + 0,25 x 0,2"1) + 0,6 = 0,15 + 0,25 x 0,2 + 0,6

Pr+1 = 0,75+ 0,25 X 0,2%  La propriété est héréditaire.

Conclusion : La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire, donc, d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n > 1,
p,=0,75+ 0,25 x 0,21

lil’_{l (n—1) =+oet Nlir-lr-l 0,2Y = 0car 0 < 0,2 < 1 donc par composition
n—-+oo —+00

lir_El 0,2™"=1 = 0 donc par produit et par somme lir+n Pn=0,75.
n—->+oo n—>+oo

Ainsi, a long terme, la probabilité que M. Durand prenne les transports un jour donné
va se rapprocher de 0,75.



Exercice 3 : QCM sur les fonctions et les suites

1.

Dérivons les quatre fonctions proposées.
F est dérivable sur R comme produit d’une fonction polyn6me du second degré et de
la fonction exponentielle.

2 2
Pourtoutx € R, F(x) = x?ex donc F'(x) = xe* + %ex * f(x)

Dong, F n’est pas une primitive de f sur R.

F est dérivable sur R comme produit d’une fonction affine et de la fonction
exponentielle.

Pourtoutx ER, F'(x) =e*+ (x —1)e* =1 +x —1)e* =xe* = f(x)

Dong, F est une primitive de f sur R. On peut arréter le raisonnement ici puisqu’une
seule des quatre réponses proposées est exacte. Réponse b

. . . x—1 e . .
g(x) existe si, et seulement si, ;;ﬁ > 0 donc on étudie le signe de ce quotient.

Pourtoutréelx,x —1>0ex>1
Pourtoutréelx,2x+4 >0 x> -2
On a donc le tableau de signe suivant

x —o00 -2 1 +00
Signedex — 1 - 0 +
Signe de 2x + 4 - 0 +
Signe de XL + |l - 0 +
2x+4

Ainsi % >0 sur | —oo; —2[U]1; +oo[. Donc, la fonction g est définie sur | —

o0 ; —2[U]1; +ool. Réponse c

La fonction h est dérivable sur R comme produit d’'une fonction affine et de la fonction
exponentielle.
Pourtoutréelx, h'(x) = e*+ (x + 1)e* = (1 + x + 1)e* = (x + 2)e*.
Lafonction h' est dérivable sur R comme produit d’une fonction affine et de la fonction
exponentielle.
Pourtoutréel x, h"(x) =e*+ (x+2)e* =1+ x+ 2)e* = (x + 3)e*
Pour tout réel x, e* > 0 donc h''(x) est du signe de x + 3 sur R
Pourtoutréelx,x +3 >0 x > -3
Donc, h"(x) > 0sur]—3; +o[eth”(x) <O0sur] —oo; =3[
Dong, la fonction h est convexe sur [—3; +oo[ et concave sur | — oo ; —3].
Réponse d

La suite (u,) est minorée par 3 est converge vers un réel L.
Ainsi, la limite [ de (u,,) est supérieure ou égale a 3. Réponse b

. e 1 N
La suite (w,,) est définie parw; = 2 etwy,; = —Wp pour tout n € N

Calculons les premiers termes de la suite (wy,)



1 1 1 1
W1=2 W2=IW1=IX2=2 W3=EW2=EX2=1
1 1 1 1 1 1 1 1 /
Wy, =-wz3=-X1==-etwyg =-w, =-X=-=-—+%—, Laréponse c est donc fausse.
3 3 3 4 4 3 12 15

w w . , o
De plus, on remarque que W—2 * W—3 donc la suite (w,) n’est pas géométrique donc la
1 2

réponse a est fausse.

Pour chercher si (w,,) a une limite, montrons qu’elle est décroissante est minorée.
Ainsi, montrons que pour tout entier natureln > 1,0 < w, ;1 < w,

Initialisation : w; = 2 et w, = 2 donc 0 < w, < w; donc la propriété est vraie pour
n=1.

Hérédité : Supposons que pour entier naturel k > 1,0 < wy,; < wy et montrons
qu’alors 0 < wy,y < Wigq
D’apres I'hypothese de récurrence, 0 < wy 1 < wy

. s 1 1 1
On multiplie par. > Ocark > 0,onadonc:0 < Wit S 7 Wi
g e 1 1
Or, par définition, Wik = Wiq €8 Wiy = Wiy

Onadonc, 0 < Wyyp < Wiyq La propriété est héréditaire.

Conclusion : La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire, donc, d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier natureln > 1, 0 < w, < w,,44.

Ainsi, la suite (wy,) est décroissante et minorée par 0, donc, d’apres le théoréme de
convergence des suites monotones, la suite (w,,) est convergente vers [ > 0. Donc,

elle admet une limite, ainsi la réponse b est fausse.

Par déduction, Réponse d



Exercice 4 : Géométrie dans I'espace

1. E(XB_XA;:VB_:VA;ZB_ZA) A_B_)(4‘;1;4‘)
AC(xc —X45Yc — Yas Zc — Za) AC(2;5; —6)
Les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas proportionnelles donc les vecteurs

AB et AC ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés et
définissent donc un plan.

2. a. T.AB=13x4+(-16)x1+4+(—-9) x4=52-16—-36=0
Donc, les vecteurs 71 et AB sont orthogonaux.
l.AC =13 x 2+ (—=16) X 5+ (=9) X (—6) = 26 — 80 + 54 = 0
Donc, les vecteurs 71 et AC sont orthogonaux.

Ainsi, le vecteur 71 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan P. Ainsi, le
vecteur 7 est normal au plan P.

b. Le plan P apourvecteur normal 71(13; —16; —9). Le plan P a donc pour équation
cartésienne : 13x — 16y — 9z + d = 0 ou d est un réel.

De plus, le point C(1;2; —4) appartient au plan P donc 13x; — 16y, — 9z, +d =0
©13x1-16%x2-9%x(-4)+d=013-32+36+d=0<d =—-17.
Le plan P a donc pour équation cartésienne : 13x — 16y — 9z — 17 = 0.

3. Le droite D est orthogonale au plan P donc elle a pour vecteur directeur un vecteur
normal au plan P. Le vecteur 71(13; —16; —9) est un vecteur directeur de la droite
D qui passe par le point F(15; —16; —8). La droite D a donc pour représentation

x=15+ 13t
paramétrique :jy = —16 — 16t tE€R
z=-8-9t

4. Le point E est le point d’intersection du plan P et de la droite D donc ses coordonnés

vérifient :
(13x — 16y =9z — 17 =0
x =15+ 13¢
1] y=-16- 16t It
\ z=-8-9t
(13(15 + 13¢) — 16(—16 — 16t) — 9(—8 — 9¢) — 17 = 0
) x =15+ 13¢ o
y =—16 — 16t
\ z=—-8-—-9t
(195 + 169¢ + 256 + 256t + 72 + 81t — 17 = 0 506 + 506¢ = 0
) x =15+ 13¢ o) x=15+13t
y = —16 — 16t y =—16 — 16t
\ z=-8-09t z=-8-9t
( t=-1
x=15413t=15+18x(-D=2
ly=-16—16t = -16—16x (1) =0 oncE(2;0;1).

\ z=-8-9t=-8-9x(-1)=1



5. Ladroite D est orthogonale au plan P est passe par le point F. De plus, le point E est
le point d’intersection de la droite D et du plan P. Ainsi, le point E est le projeté
orthogonal du point F sur le plan P.

Dong, la distance du point F au plan P est la distance EF.

EF(xp = xp;Yp —Yg;2r —25) EF(13; —16; =9)

Ainsi, EF = ||EF|| = /132 + (=16)? + (=9)? = v/506 unités de longueur.
Ainsi, la distance du point F au plan P est de V506 unités de longueur.

6. Soit M un point quelconque de la droite D. Ainsi, pour tout réel t,
M(15+13t;—16 — 16t; —8 — 9¢t)
De plus, la droite D est orthogonale au plan P et le point E est le point d’intersection
du plan P et de la droite D. Comme tout point M appartient a la droite D, le point E
est le projeté orthogonal du point M sur le plan P pour tout point M.

On cherche donc les points M tels que ME = %

Pour tout réel t, W(x,; — Xy Ve —Ym i ZE — Zy)

ME (2 — (15 +13t); —(—=16 — 16t); (1 — (-8 — 91))

ME(—13 — 13t ;16 + 16t;9 + 9¢)

ME = ||ME| = /(=13 = 13t)2 + (16 + 16£)2 + (9 + 9t)2 =
V169 + 338t + 169t2 + 256 + 512t + 256t2 + 81 + 162t + 81t2
=V/506t2 + 931t + 506

Ainsi, pour tout réel t, ME = @ © V506t2 4+ 1012t + 506 = @

& 506t% + 1012t + 506 = 126,5 < 506t% + 1012t + 379,5

t » 506t? + 1012t + 379,5 est une fonction polynéme de degré 2 avec a =
506;b =1012etc = 379,5.
Calcul du discriminant : A = b? — 4ac = 1012% — 4 x 506 X 379,5 = 256036

A > 0 donc 2 solutions.
_ —b—VA _ -1012-y256036 __ —1012-506 __

t -1,5
2a 2X506 1012
—b+VA —-1012++v256036 —-1012+506
Ett, = = = =—0,5
2a 2X506 1012

Ainsi, les points recherchés sont le point de la droite D de paramétre —1,5 et le point
de la droite D de parametre —0,5. On note respectivement M; et M, ces points.
Xy, =15+ 13 x (—=1,5) = —4,5 Xy, =15+ 13 x (-0,5) = 8,5
Ainsi,ona:{ Yy, = —16—-16x(-1,5) =8 et{yy, = —16 —16 X (-0,5) = -8
zy, = —8-9x(-15)=55 zZy, = —8 -9 % (-0,5) = -3,5

Ainsi, les points de la droite D dont la distance au plan P est égale a la moitié de la
distance du point F au plan P sont les points M,(—4,5;8;5,5) et
M,(8,5; —8;-3,5).



