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Exercice 1 : QCM sur les probabilités

2

D’aprés I'énoncé : P(A) = = P(G) == et P(G) = %

1.

7
5 10

On calcule la probabilité que le joueur choisisse le monde et gagne la partie,
soit P(A N G).
P(ANG) =P(A) X Py(G) =2xL=2=L Ré

- A T 5710 50 25 eponse c

On calcule Pg(G).
P(BNG) _ P(BNG)

Pp(G) = P(B) ~ 1-P(4)
Or, d’apreés la formule des probabilités totales, P(G) = P(BNG) + P(AN G)
i — _ _rz_7_5_1
soit, P(BN G) = P(G) —P(ANG) =~ ——=—==
1 1
Donc, P5(G) = ﬁ =%= % Réponse b
5 5

Jouer une partie est une épreuve de Bernoulli dont le succées est « le joueur gagne la
. e 12

partie » de probabilité Py

On répéte 10 fois cette épreuve de facon identique et indépendante (on assimile la

situation a un tirage avec remise). On a donc un schéma de Bernoulli de paramétres

12
n=10etp = Pyl
On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes (le nombre de parties

gagnées). X suit donc la loi binomiale B (10 ;E).

25
On calcule P(X = 6).

P(x =6) = (1) x (gf x (2)4 =210 x (gf x (;%)4 ~ 0,188 au milliéme prés
Réponse c

. . . . 12
On programme sur la calculatrice la fonction BinomialCD (X, 10, E)

D’aprés la calculatrice, P(X < 3) =~ 0,207. Donc l'entier naturel n pour lequel la
probabilité, arrondie au millieme, de gagner au plus n parties est de 0,207 est 3.
Réponse b

Oncalcule P(X = 1).

PX>1D=1-PX<D)=1-Px=0=1-()x(Z) x(Z)"

PX=>1)=1—-1x1x (5)10 =1- (5)10 Réponse d



Exercice 2 : Suites
Partie A : Etude d’un premier modéle en laboratoire

1. Chaque mois, la population d’insectes dans le jardin botanique augmente de 60%, elle
est donc multipliée par 1,6.
Ainsi, pour tout entier naturel n, u,,;; = 1,6u,.
Dong, la suite (u,) est une suite géométrique de raison g = 1,6 et de premier terme
uy = 0,1. Donc, pour tout entier naturel, u,, = uy, X q" soitu,, = 0,1 x 1,6™.

2. lirp 1,6™ = +oo car 1,6 > 1. Donc, par produit, lirP u, = +oo
n—->4oo n—->+0oo

3. On cherche n tel que u,, > 0,4. Pour tout entier naturel n, u,, > 0,4 & 0,1 x 1,6" >
04 1,6" >4 < In1,6™" > In4 car lafonction logarithme népérien est strictement
croissante sur ]0; +oo.

(:)nlnl,6>ln4<:)n>l:l%car1,6> 1doncln1,6 >0

In4

e~ 2,95 doncn = 3. Ainsi, le plus petit entier naturel n tel que u,, > 0,4 est

Or,
3.
4. D’apres la question précédente, la population d’insectes dans le jardin botanique

dépassera les 0,4 million d’insectes, soit 400 000 insectes au bout de 3 mois. Ainsi,
selon ce modele, I’équilibre du milieu naturel sera préservé.

Partie B : Etude d’un second modele

1. On calcule v;.
v; = 1,6vy — 1,60 = 1,6 X 0,1 — 1,6 X 0,12 = 0,144
Ainsi, au bout d’un mois, il y aura 0,144 million, soit 144 000 insectes dans le jardin
botanique.

2. a. Pourtoutx € [0;%],f(x) =xo16x—16x’—-x=006x—1,6x>’=0

x(06—-16x)=0=x=00u06—-16x=0<x=00ux=0,375
S ={0;0,375)}

b. Dérivons f afin de trouver ses variations.

La fonction f est dérivable sur [O;%] comme fonction polynéme du second degré.
Pour tout x € [O;%] Jf'(x) =1,6—-32x
Pour tout x € [0;%] Sf()2016-32r20016232x S x <2,

o . . 1
Ainsi, pour tout x € [O;%] , f'(x) = 0 donc la fonction f est croissante sur [O;E]'



3. a. Montrons par récurrence que pour tout entier natureln, 0 < v, < v,;; <

1
>
Initialisation : vy = 0,1etv; =0,1440r0<0,1 < 0,144 < %donc 0<v,<v; <

La propriété est vraie pour n = 0.

N | =

Hérédité : Supposons que pour un entier naturel k, 0 < v, < v < % et montrons
qualors 0 < v q S Vg < %

D’aprés I’hypothese de récurrence, 0 < v, < vy < %

La fonction f est croissance sur [0; %] donc elle conserve |'ordre donc, on a :

FO) < f) < fia) < £ (3).

Or, par définition, f(vy) = V41 €t f(Vg41) = Ukso. Deplus, f(0) =0et f (%) = 0,4

1 1 . 1
et0,4 < e Onadonc:0 < vy S V42 <04 < Esmt 0 <vpyq SVgya < >

La propriété est héréditaire.

Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le

o . . . 1
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier natureln: 0 < v,, < v,41 < 7

b. D’aprés la question précédente, la suite (17,) est croissante et majorée par - donc,
d’aprés le théoréme de convergence des suites monotones, la suite (v,) est

1
convergente vers [ < >

c. Onsait que [ est solution de I'équation f(x) = x. Donc, d’aprés la question 2-a, on
al=0oul=0,375.0r, la suite (v,) est croissante et v, = 0,1 > 0 donc [ ne peut
étre égale a 0. Ainsi, la limite [ de la suite (v,,) est 0,375.

Ainsi, a long terme, la population d’insectes dans le jardin botanique va se rapprocher
de 0,375 million d’individus, soit 375 000 insectes, et, comme la suite (v,) est
croissante, elle ne les dépassera pas. Ainsi, cette population n’atteindra jamais 400 000
insectes. Donc, selon ce modeéle, I’équilibre du milieu naturel sera respecté.

4. a. Cet algorithme renvoie le plus petit entier naturel n tel que v,, = a. Or, d’apres la
question précédente, la suite (v,) ne dépasse jamais la valeur 0,4 car la population
d’insectes ne dépasse pas les 400 000 individus. Ainsi, pour tout entier naturel n, v, <
0,4, donc la saisie de « seuil(0.4) » ne renvoie rien.

b. La saisie de « seuil(0.35) » renvoie le plus petit entier naturel n tel que v, = 0,35.
D’apres la calculatrice, vs < 0,35 et vy > 0,35. Donc, la saisie de « seuil(0.35) »
renvoie la valeur 6. Ainsi, la population d’insectes dépassera les 0,35 million
d’individus, soit 350 000 insectes au bout du sixieme mois.



Exercice 3 : Géométrie dans I’espace

1. a. D’aprés son équation cartésienne, le plan P; a pour vecteur normal 117(2; 1; —1).

b. Vérifions si les vecteurs normaux aux plans P; et P, sont orthogonaux.
n,.n,=2x1+1x(=1)+(-1)x1=2-1-1=0.Donc les vecteurs n; et n,
sont orthogonaux donc les plans P, et P, sont perpendiculaires.

2. a. Le plan P, a pour vecteur normal m,(1; —1; 1), donc le plan P, a pour équation
cartésienne : x —y + z + d ou d est un réel.
De plus, B(1;1;2) € P,, donc
Xg—yVp+zg+d=01-14+24+d=0d=-2
Dong, le plan P, a pour équation cartésienne : x —y +z — 2.

b. Soit M un point quelconque de la droite A. Ainsi, pour tout réel t, M(0; —2 + ¢; t).
Vérifionsque M € P;.

Pourtoutréel t, 2xy + yy —2zy +2=2%X04+(=2) +t —t+ 2 = 0. Donc le point
M appartient au plan P; donc la droite A est incluse dans le plan P;.

VérifionssiM € P,.

Pour tout réel t, xy —yy+zy—2=0—-(-2+t)+t—-2=2—-t+t—2=0.
Donc le point M appartient au plan P, donc la droite A est incluse dans le plan P,.
Ainsi, la droite A est incluse dans le plan P; et dans le plan P,. Ainsi, la droite A est la
droite d’intersection des plans P; et P,.

3. a. Pourtout réel t,TM(xMt—xA;yMt—yA;ZMt—ZA) TM(—l; —24+t—-1t—
1). AM(-1;t—3;t—1)
Donc pour tout réel t, AM, = ||TM|| =J(=1D2+ (t—3)2 + (t — 1)2
AM, =V1+t2—6t+9+t2-2t+1=vV2t2-8t+ 11

b. Soit f la fonction définie sur R par f(t) = AMZ = (V2t2 — 8t + 11)2 = 2t% —
8t +11.

Le point H est le projeté orthogonal du point A sur la droite A. Ainsi, H est le point de
la droite A tel que la distance AM, est minimale. On étudie donc les variations de la

fonction f.
f est une fonction polynéme de degré 2 aveca = 2;b = —8etc = 11.
Doncona:az—izi—gzz

2a 2x2 4
Etf=f(a)=f(2)=2%x22-8x2+11=3
a=2>0donc,ona:
t —00 2 +oo

Variations def /




Ainsi, f admet pour minimum 3. Donc, la valeur minimale de AM? est 3, donc la valeur
minimale de AM; est V3, AM; étant une longueur qui est donc positive. Ainsi, on peut
en déduire que AH = /3.

. a. La droite D, est orthogonale au plan P; donc elle a pour vecteur directeur un
vecteur normal au plan P;. Ainsi, le vecteur n;(2;1; —1) est un vecteur directeur de
la droite D; qui passe par le point A(1;1;1).

x=1+2k
La droite D; a donc pour représentation paramétrique:{ y=1+k k€ R.
z=1-k

b. La droite D, est orthogonale au plan P; et passe par le point A. Ainsi, le projeté
orthogonal H; du point A sur la droite D; est le point d’intersection de la droite D; et
du plan P;. Donc, les coordonnées de H; vérifient :

2x+y—z+2=0 20+ 2k)+1+k-(1-k)+2=0

x =1+ 2k o x=1+2k PN
y=1+k y=1+k
z=1—-k z=1—-k
2+4k+1+k—-1+k+2=0 6k+4=0
x =142k o x =142k
y=1+k y=1+k
z=1—-k z=1—-k
( k=—2

3
2
x=14+2k=1+2X|—=
(2 3)1 *  doncH, (—g,g,g)
y=1+k=1—§=§
5
3

3

Montrons que le quadrilatere AH; HH, est un rectangle.
Montrons d’abord que ce quadrilatére est un parallélogramme.

 TET —/ 11 1
HHl(le_xH;yHl_yH;ZHl_ZH) HH1(—§}§;—§)

7 —/ 11 1
HyA(Xg — X1, Ya — Yhys Za — Zn,) H2A (—g;g; —5)

Onremarque : HH,; = H,A. Ainsi, le quadrilatere AH;HH, est un parallélogramme.

Montrons maintenant que le quadrilatere AH;HH, est un rectangle. Pour cela,
montrons qu’il a deux c6tés consécutifs perpendiculaires.
—_— —_— 4 2 2
AH1(XH1 —X45YH, — YA ZH, — z,) AH, (—gi —gig)
pone, H; A = 4 x (<2 + (=2) x 2+ 2x (1) =2 -2 _2 ¢
3 3 3/ 73 3 3 9 9 9
Donc les vecteurs AH; et H,A sont orthogonaux, donc les droites (AH;) et (H,A) sont
perpendiculaires, donc le parallélogramme AH;HH, a deux cotés consécutifs

perpendiculaires, donc le quadrilatere AH{HH est un rectangle.



Exercice 4 : Fonctions

1.

a. llm ( X) = +wet 11m eX = 400 donc par composition lim e ™™ = +oo donc
X—>+0o0 X—>—00
par somme lim (1+4+e™) = 4o
X—>—00
Or, Xllr{l In X = +o00 donc par composition llm f(x) = +oo.
b. lim (—x) = — et hm eX = 0 donc par composition lim e~ = 0 donc par
X—+00 — 00 X—+00
somme lim (14+e7%) = 1
X—+ 00

Or, )l{lrri InX =In1 = 0 donc par composition ligrn fx)=0
- X—+00

Ainsi, la courbe C admet pour asymptote horizontale la droite d’équation y = 0 en
+o00,

c. Lafonction f est dérivable sur R.

Onpose:f =Inuavecu(x) =1+e7*

!
Donc f' = u— avecu'(x) = —e™*

Pour tout reelx f'(x) = L
1+e~* e *(eX+1) 1+e*

d. Pour tout réel x, e* >0 donc 1+e*>1>0 et —1 < 0 donc par quotient,

f'(x) <o0.
Dong, la fonction f est strictement décroissante sur R.
Onadonc:
X —00 400

Variations de f

a. Equation de To:y=f"(0)(x—0)+ f(0)soity = f'(0)x + f(0)
or, f'(0) = ——5 = —5et f(0) =In(1 +e7°) = In2

Donc, Ty a pour équation : y = —%x +In2.

b. Lafonction f’ est dérivable sur R comme quotient de -1 par la somme de 1 et de

la fonction exponentielle (qui ne s’annule donc pas).

—-1x(—e%) ex

(1tem?  (1+eX)?

Or, pour tout réel x, e* > 0 et (1 + e*)? > 0 donc par quotient, f"/(x) > 0 donc la
fonction f est convexe sur R.

Pour tout réel x, f"'(x) =

c. Lafonction f est convexe sur R donc la courbe C est au-dessus de ses tangentes,

et en particulier de Ty. Ainsi, pour tout réel x, f(x) — (—%x +In 2) >0

soit f(x) = —%x+ In2



3. a. Pourtoutréelx, f(x) — f(—x)=In(1+e ™) —In(1+e*)=1In (1+e_x)

1+e*
e *(e*+1)

fx)—f(—=x) =1In (—) =lne™ =—x

1+e*

b. Déterminons le coefficient directeur de T,, et de (M;N,)

T, est la tangente a C au point d’abscisse 0 donc son coefficient directeur est f'(0) =
1

-

Calculons le coefficient directeur m de la droite (M N,).

Pour tout réel @, m = 2Ma™Me _ J@O-/CA) _ ~a

XNg—XMg a—(—a) 2a
fl—2) = —x.

Ainsi, les droites T, et (M,N,) ont le méme coefficient directeur donc elles sont
paralléles.

= —% car pour tout réel x, f(x) -



