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EXERCICE 1 (4 points)
Données :
i A(z;l; _1)1 B(_l;z;l)r C(S)O; _3)

e PlanP:x+5y—-2z+3=0

x=-t+3
e DroiteD:jy=t+2
z=2t+1
1
Affirmation 1 : Le vecteur 7 = | 0 | est-il normal au plan (OAC) ?
2

On calcule deux vecteurs du plan (OAC) :

. 2
° 0A=(1)
-1
. 5
e OC=|0
-3
1

On vérifie maintenant si ces deux vecteurs sont orthogonauxa 71 = (0) en calculant les

2
produits scalaires :

e OA-1=2%x141X04+(-1)x2=2+0-2=0
e 0C-T=5%x140%x0+(-3)x2=5+0—-6=—1

Le vecteur 71 est orthogonal a m, mais pas a ocC. Dong, il n’est pas orthogonal a tous les
vecteurs du plan, et n’est donc pas normal au plan (OAC).

L’affirmation 1 est fausse.

Affirmation 2 : Les droites D et (AB) sont-elles sécantes au point C ?

-3
On calcule le vecteur AB = B — A = ( 1 ), ce sera le vecteur directeur de la droite (AB).
2

Vérifions si le point C (5,0, —3) appartient a la droite D. On cherche un réel t tel que :

t+2=0=t=—2

{—t+3=5=>t=—2
2t+1=-3=>t=-2

Les trois équations donnent le méme t = —2, donc le point C appartient a la droite D.

Voyons maintenant si C appartient a la droite (AB). On cherche 1 € R tel que :
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Alors, on devrait avoir :
3=-31=2A=-1-1=21-1=-1-2=21-2=-2
Tout est cohérent, donc C appartient a la droite (AB) aussi.

L’affirmation 2 est vraie.

Affirmation 3 : La droite D est-elle parallele au plan P ?

-1
Vecteur directeur de D: ( 1 )
2

1
Vecteur normal du plan P: 711 = ( 5 )
-2

Calcul du produit scalaire :
d-i=(-1)-1+1-5+2-(-2)=-145-4=0

Donc, le vecteur directeur de D est orthogonal au vecteur normal de P. Cela signifie que la
droite est parallele au plan.

L'affirmation 3 est vraie.

Affirmation 4 : Le plan médiateur du segment [BC] a-t-il pour équation3x —y —2z—-7=0
?

Calcul du milieu M de [BC] :

<—1+5 24+0 1+ (-3)

=(21,-1
2 ] 2 ] 2 ) (II )

6
VecteurBC =C—B = (—2)
—4

6
Ce vecteur est normal au plan médiateur. On cherche donc un plan de vecteur normal <—2>

—4
passant par (2,1, —1).

Equation du plan médiateur :

6(x—2)—2(y—1)—-4(z+1)=06x—12—-2y+2—4z—4=06x — 2y —4z— 14
=0
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Comparons avec I’équation donnée : 3x — y — 2z — 7 = 0. Il s'agit exactement du méme
plan, divisé par 2.

L'affirmation 4 est vraie.

EXERCICE 2 (5 points)

Partie A

1. On a I’équation différentielle suivante :
(E):y'+0,02y =m

Il s'agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants. La
méthode classique consiste a :

e Etape 1, résoudre I’équation homogéne associée :
vy +0,02y =0
qui admet pour solution générale :
Yu(t) = k - 7002

e Etape 2, chercher une solution particuliéere de I’équation compléte y’ + 0,02y = m.
Comme le second membre est constant, une solution particuliére est une constante

Yp=2¢C

Alors :

¥p 40,02y, =0+0,02c=m=c=——=50m

m
0,02

Dong, la solution générale est :
y(t) =k -e %92t + 50m

Ce qui correspond bien a I’affichage du logiciel :

y =k - exp(—0,02t) + 50m

2.0na:
Or:

tlirP y(t) = tligrn (k- e%02t + 50m) = 0 + 50m = 50m
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Donc:

j— = j— j—
50 ’

3. On connalt maintenant la valeur de m = 0,6, donc la solution est :
y(t) =k -e %92t +50.0,6 = k-e” %02t + 30
On utilise la condition initiale y(0) = 210 :
210 =k-e°+30 =k +30 > k =180
Donc:

F(t) = 180 - e7002 4 30

Partie B
On reprend : f(t) = 180 - e~ %02t 4 30
1. a. Le graphique montre une intersection vers T = 110 secondes.
b. On résout f(T) = 50:
180 - 79027 4+ 30 = 50
& 180 - e7%02T = 20
1

& e—0.02T — —

1
< —0,02T =1n (5) = —In(9)

_In(9)
"~ 0,02
T 2In@3) 100 - In(3) ~ 109,86
L = = . ~
0,02 n ’

2. Valeur moyenne de la température sur I'intervalle [0; 100] :

100 1 (100
Valeur moyenne = 100 i f ) dt= 100 i (180 - e~ %02t 4 30) dt
On intégre terme a terme :
100 L 5,—0,02t g5 _ N 100 _ —_ (o2 —
10180 e dt = 180 [_0,02 ]0 = —9000-(e~2 —1)

e [/°°30 dt =30-100 = 3000
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Donc:
100
f f () dt = —9000(e~2? — 1) + 3000 = 9000(1 — e~2) + 3000
0
Valeur moyenne :

1
m(‘BOOO(l —e7%) +3000) =90(1 —e™2) + 30 ~ 107,82

EXERCICE 3 (5 points)

Partie A

1. La variable aléatoire X suit une loi binomiale :

1
X~B(n=3,p=§)

car:
e ilya3épreuvesindépendantes,

e chaque lancer a 2 issues possibles,

e la probabilité d’obtenir Face a chaque lancer est %

2. On compléte le tableau de la loi de probabilité de X :

ro-0-(Q)() 07 - Q)0 ()

k 0 1 2 3

1 1

p—po| L 3|3 |1
8 8 8 8

Partie B

1. Si une seule pieéce tombe sur Face au premier lancer (événement A;), alors deux pieces
sont relancées. Pour gagner, il faut que les deux pieces relancées fassent Face.

La probabilité d’obtenir deux Faces avec deux pieces équilibrées est :

P(G | A;) = (%)2 =%
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2. On utilise la loi binomiale de la partie A pour les probabilités de Ay :

¢ ]P(Ao):%
« P(4)=>
i ]P(Az)zg
© P(d3) =7

Probabilités conditionnelles :

s s n3 1
e SiAy: 3 piécesarelancer - pour gagner : (E) =3

. N . 1\ 1

e Si A, :2pieces arelancer - pour gagner : (E) =3

e SiA, :1piéce arelancer - pour gagner :%

e SiA; : partie gagnée directement

Ce qui donne l'arbre suivant :
1
8 ¢
7 —
s G
1 G
1
3 —
1 G
1o
lee =
5 G
2
L &
3. Probabilité totale de gagner :
3
11 31 31 1
p= [P(G) :Z[P(Ak nG) =§§+§Z+§E+§ 1=
k=0
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_1+6+12+8_27
64 64 64 64 64

4. La partie est gagnée. On veut connaitre la probabilité que exactement une piece soit
tombée sur Face au premier lancer, c’est-a-dire :

3
P4 IG)_]P(AlnG)_g_zz 64 192 8 2
! ~ P(G) 27 32 27 864 36 9

2|
S

5. On joue plusieurs parties indépendantes. On veut que la probabilité de gagner au moins
une fois dépasse 0,95.

Soit n le nombre de parties jouées.
Alors :

P(au moinsungain) =1—-(1—-p)">095=(1—-p)" <0,05

Onap=2—z,donc1—p=z—z

On cherche le plus petit entier n tel que :

N <005
64 ’
On utilise le logarithme :

In(0,05)  —2,9957
In(37/64) ~ —0,5482

37
n-ln (a) < In(0,05) =>n > 5,47

Donc il faut jouer au moins 6 parties pour que la probabilité de gagner au moins une fois
dépasse 0,95.

EXERCICE 4 (6 points)

On considére la suite (u,,) définie par uy, = 3 et, pour tout entier n,

4

_un

un+1 = 5

Partie A

1. On compléte la fonction Python :
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def suite(n):
u=3
foriin range(n):
u=4/(5-u)
return u

2. Vérification de I'affichage de suite(2) :

On calcule :
e uy;=3
¢ u;=-—=7~13333

Cela correspond bien a I'affichage de suite(2).

3. En analysant les affichages, la suite semble décroissante et converge vers 1.

Partie B
On pose la fonction f(x) = é définie sur | — oo; 5][. La suite est définie par :

Uy =3, Upyr = f(uy)

1. On calcule la dérivée :

4 0-4x(-1) 4
=55~ -7 “G-x?

La dérivée est strictement positive sur I'intervalle considéré.

Donc, f est strictement croissante sur | — oo; 5].

2. Montrons par récurrence que 1 < uy, 41 < u, < 4 pourtoutn € N

RT . 4
Initialisation : ug = 3,donc1 < uy = 5= 2<3=uy<4
Donc la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons que 1 < u, .1 <u, < 4.

On applique la fonction f qui conserve I'ordre car elle est croissante sur | — oo; 5][.

Ainsi :
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f) < f(uns1) < fun) < F(4)
<:>]-Suvn+2Sun+1S4'
Donc la propriété est vraie au rangn + 1.

Conclusion : par récurrence, pourtoutn, 1 < uy,; <u, <4

3.a.Montronsque f(x) =x © x2 —5x+4=0
4
f(x)=x@m=x:4=x(5—x)=>x2—5x+4=0
Donc I'équivalence est démontrée.
b. Résolvons f(x) = x dans | — oo; 5.
5+3
x2—5x+4=0:>A=25—16=9:>x=T=10u4

Les deux solutions sont dans l'intervalle | — oo; 5.

4. La suite (u,) est décroissante, minorée par 1, donc convergente par le théoréme de
convergence monotone.

Sa limite ¢ vérifie £ = f(£)
Donc#estsolutiondex=$:>x2—5x+4=O:>x= loux =4

Mais comme (u,,) est décroissante et u, = 3, la limite est nécessairement £ = 1

5. Et si on change u, pour 4 au lieude 3 ?

On obtient une suite constante, car :

4
u1=ST4=4
4
u2=m=4
uz = etc.

Dans ce cas, on a u,, = 4 pour toutn € N.
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