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EXERCICE 1 (5 points)

Affirmation 1

. 1 . a—1
AB=(o)et Acz( ) )
0 a

Pour que J = (0, 1, 0) soit normal au plan (ABC), il faut qu’il soit orthogonal a tous les

vecteurs du plan, donc en particulier a AB et 3 AC.

On calcule les produits scalaires :

—

e AB-J

1-0+0-14+0-0=0
e AC-j=(a—1)-04+2-1+a-0=2%0
Donc J n’est pas orthogonal a R, et donc ne peut pas étre normal au plan (ABC).

Affirmation 1 : fausse

Affirmation 2

La droite (AC) est parallele a la droite (d) s’il existe une valeur de « telle que AC soit
colinéaire au vecteur directeur de (d), a savoir i = (1, 2, —1)

. a—1
AC=< 2 )
a

On cherche A4 € R tel que :

. a—1=2
AC =2 =142 =21
a=-
On résoud le systeme :
e Dela2®eéquation: 1 =1
e Donc:a—1=1=a=2
e Mais 3™ équation donne @ = —1 : contradiction

Il n’existe aucune valeur de a qui satisfait toutes les équations. Donc les droites (AC) et (d)
ne sont jamais paralléles.

Affirmation 2: fausse
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Affirmation 3

-1
e A0 = (—1)
0
1
- - (o)
0

Le produit scalaire est :
A0 -AB=(-1)-1+(-1)-0+0-0=—1

On calcule les normes :

140 1= J(—DZ+ (-D2 =2, I14BlI=y12=1
) A - AB 070750 (=0,707) ~ 135°
cos = === —, =~ arccos(—u, =
| A0 Il AB I V2

Affirmation 3: vraie

Affirmation 4

On cherche le projeté orthogonal H de A sur (d). Soit H = (1 + ¢, 2t, —t)

t

Le vecteur AH = H — A = <2t — 1>
—t

Ce vecteur est orthogonal a la droite si AH -1 =0,0ul= (1,2,-1)

—

AH - i =t+2Qt-1D+(-t)(-1)=t+4t—-2+t=6t—2

Posons6t—2=0:>t=§

Donc les coordonnées de H sont :

Wl

x = 3=

Ce n’est pas le point (1, 2, 2).

Affirmation 4 : fausse

Affirmation 5

On cherche les points de la droite (d) situés a distance 1 de 0(0; 0; 0), donc:

M(t) = (1+¢2t,—t) =21 0M(t) I’= (1 + )2+ )2 + (—t)? = 1 + 2t + t* + 4t% + t2
=6t +2t+1
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Oncherchelesttelsquell OM(t) I=1=>6t2+2t+1=1>6t>+2t =0

1
t(6t+2)=0=t=0out =~

Donc la droite (d) coupe la sphére en deux points distincts

Affirmation 5 : vraie

EXERCICE 2 (5 points)
Partie A
1. On nous dit que:
e 95 % des jouets réussissent le test de fabrication - P(F) = 0,95

e Parmi les jouets qui réussissent le test de fabrication, 98 % réussissent le test de
sécurité - Px(S) = 0,98

2.(a) On construit I'arbre pondéré :
e P(F)=0,95,donc P(F) = 0,05
e P.(S) = 0,98, donc Pr(S) = 0,02

e On ne connait pas directement P%(S), mais on nous dit que 1 % des jouets ne
réussissent aucun des deux tests :

P(FNnS)=0,01
S
0,98 -~
F
/ 0,02
0,95 3

NP
N
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2.(b) On utilise la définition de la probabilité conditionnelle :

P(FNS) 001 _
P(F) 0,05

Pz(S) = 0,2

3.0Oncherche P(F N S)
P(FNS)=P(F) -Pz(S)=095-098 =0,931

Donc la probabilité que le jouet réussisse les deux tests est 0,931.

4. On veut la probabilité que le jouet réussisse le test de sécurité, donc :
P(S)=P(FNS)+P(FNS)
Ona:
e P(FnNS)=0,931 (vu ci-dessus)
e P(FNS)=P(F)-Pz(S)=0,05-08=0,04
Donc:
P(§)=0931+0,04 =0,971

Arrondi au centiéme : 0,97.

5. On cherche Pr(S) conditionné par le fait que le jouet a réussi le test de sécurité, donc:

P(FNS) 0931
P(S) 0,971

Py(F) = ~ 0,9588

Arrondi au centiéme : 0,96.

Partie B
1. La variable aléatoire S,, suit une loi binomiale B(n, 0,95).
Onadonc:

e E(S,)=n-095

e Var(§S,)=n-095-(1-095)=n-0,0475

2.(a) On prend n = 150, on veut P(S;5, = 145).
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150
P(S150 = 145) = () - 0,955 - 0,05°

Valeur approchée via calculatrice :

P(S,s0 = 145) ~ 0,109

Interprétation : Il y a environ 10,9 % de chances qu’un échantillon de 150 jouets contienne

exactement 145 jouets conformes.

2.(b) On veut la probabilité que au moins 94 % des 150 jouets réussissent le test de

fabrication. 94 % de 150 = 0,94 x 150 = 141
Donc on cherche :

P(Si50 = 141) = 1 — P(S150 < 140)
Valeur approchée via calculatrice ou table binomiale :

P(5150 = 14‘1) = 0,781

3.(a) On pose F,, = S?" donc:

E(F) =

E(S - 0,95
(Sn) _n 0% =095

n

Var(F,) =

3.(b) On cherche la valeur de n telle que :
P(093 < F, <0,97) =0,96

On utilise I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Var(S,) n-0,0475 0,0475
nz2 n2 on

var(F,) _ 00475 118,75

P(|E, —0,95] = 0,02) < = =
(IFn | ) 0,022 n-0,0004

Donc:
118,75
P(|F, —0,95|<0,02) >1—
On veut que cette quantité soit = 0,96, donc :
118,75 118,75 118,75
1-— > 096 = <0,04=>n>=

= ) =

)

Donc il faut prendre n > 2969.
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EXERCICE 3 (5 points)

Partie A
1. Calcul de u, :

U, =2+08xu; =2+08x2=2+16=36

2. On souhaite montrer, par récurrence, que pour tout entiern > 1:

u, =10 —8 x (0,8)"1
Initialisation :
Pourn=1:

u; =10—-8x(0,8)°=10-8=2

Hérédité :
Supposons que la formule est vraie au rang n, c’est-a-dire :

u, = 10 —8 x (0,8)"1
Montrons qu’elle est encore vraieaurangn + 1 :

Upsy =2+ 0,8u, =2+ 0,8(10 — 8 X (0,8)" 1) =2 + 8 — 6,4 X (0,8)""L
=10 — 6,4 x (0,8)""!

Mais 6,4 x (0,8)""1 = 8 x (0,8)", donc:
U, =10 — 8 x (0,8)"

Conclusion : la relation est vraie pour tout n > 1.

3. On cherche la limite de u,, quand n — +oo.
u, =10—-8x(0,8)"1 > 10 car(0,8)"1 -0

Interprétation : La quantité de médicament dans I'organisme tend vers 10 mL a long terme.

4. On veut savoir si I'inéquation uy = 10 a des solutions.
Maison a:

u, =10 —-8x(0,8)""1 <10 pourtoutn.
Donc cette inéquation n’a pas de solution.

Interprétation : La quantité de médicament sera toujours strictement inférieure a 10 mL.
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5. On cherche le plus petit entier n tel que u,, > 9.

1
10-8x(08)"1>9=1>8x(08)"" = (08)"' <3
On passe au logarithme :

In(1/8) —2,079
In(0,8) ~ —0,223

1
(n—=1In(0,8) < In (—) >n—1> ~ 9,32 =>n > 10,32

8

Doncn = 11 est le plus petit entier qui convient. La quantité de médicament dépasse 9 mL a
partir de la 11™e prise.

Partie B
1.0na:

S_u1+u2_2+3,6_5,6_28
272 2 T2

2. On veut montrer que :
uy +u; + - +u, =10n —40 + 40 x (0,8)"
On utilise I'expression :
u, =10 — 8- (0,8)k1

Alors :

” e = " (10-8-(0,8)") =10n -8 N (0,8)k1
2,472 >

k=1 =1 k=1
La somme géométrique vaut :

n

1-08)" 1-(08)"
Yoyt =G =m0 5. (- 08y
k=1 ’ ’

Donc :

Uy + -+ u, = 10n — 8- 5(1 — (0,8)") = 10n — 40(1 — (0,8)")
= 10n — 40 + 40 - (0,8)™

3. On cherche la limite de S, :

_tatotuy  10n—4044008)" - 40 N 40(0,8)"

n n n n n
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Les deux derniers termes tendent vers 0, donc :

lim S, = 10

n—-+oo

4. On observe que la variable s correspond a la formule de S,,. Donc mystere(9) retourne le
plus petit entier n tel que :

S, >9

5. On veut justifier que la valeur renvoyée par mystere(9) est strictement supérieure a 10.

Cela revient a dire que la valeur de n pour laquelle la moyenne dépasse 9 est supérieure a
10.

Mais on avu que u,, > 9 a partirden = 11, or:
Sn <u, (caru, estcroissante vers 10)

Donc, pour que la moyenne dépasse 9, il faut plusieurs termes suffisamment grands, ce qui
n’est pas le cas avantn = 11.

Donc la valeur renvoyée par mystere(9) est bien strictement supérieure a 10.

EXERCICE 4 (5 points)
1.(a) On dérive g :
eVx

g0 =% (52) = == )

Vx
;. _ e
1.(b) On veut dériver f(x) = o
C’est une fonction de la forme %, avec :

1

— VX "(x) = V¥ . L
o u(x)=ev*, doncu'(x)=e .

e v(x)=2x,doncv'(x) = \/%
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Alors, par la formule du quotient :

i 1 oz L e eﬁ(1—i

! ! e
o _uv—w CT3 E_C T v
fl(x) = 2 - (2\/})2 - Ax - 4x
_ex-1)
 4xJx

vz
2.(a) On cherche la limite de f(x) = ETE quand x - 07

° e‘/z—>1
1
° \/x—>0,doncﬁ—>+oo
Alors :
eVx
xX) = — 400
f@® =%

2.(b) La fonction f tend vers +o quand x = 0%, donc la courbe Cr a une asymptote
verticale en x = 0.

3.(a) Limite de f(x) quand x — +o0
Ona:

° e‘/E — 400

e Vx-o 4+

Mais exponentielle 'emporte toujours sur toute racine, donc f(x) = 4+

eV (x-1)
4xx

3.(b) On étudie le signe de f'(x) =
e Le dénominateur est toujours strictement positif sur ]0; +oo[
e Lesigne de f'(x) dépend donc du signe de vVx — 1

Donc:

e f'(x) <0pourx €]0; 1]
e f'(x)=0pourx=1
e f'(x)>0pourx>1
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f'() - 0 +

Donc f aun minimumenx =1

3.(c) On veut résoudre f(x) = 2 sur l'intervalle [1; +oo|.

On sait que f est strictement croissante sur cet intervalle, et :
¢« f(D=:%136<2
e limf(x) =+

Donc il existe une unique solution sur [1; +oo[.

On peut chercher une valeur approchée avec la calculatrice :

ez 411
ARy i

2 2
 fW=5=5 =185

Q

Par lecture graphique ou avec la calculatrice, on trouve :

x = 4,6 (valeurapprochée a 0,1 prés)

4.(a) On veut calculer l'intégrale :

szzf(x)dx

Or on sait que f(x) = g'(x), et g(x) = eV*

Donc:

2
I= J g () dx=g2)—g(l) =e?—e ~ 4,11 -2,72 = 1,39
1
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4.(b) Uintégrale I correspond a 'aire sous la courbe Cr entrex = 1 etx = 2.

5.(a) On pose X = +/x
Alors :
x=X’=>Vx=X=>x-3Vx+3=X*-3X+3
Cette expression est un polyndme. Le discriminant est :
A=(-3)2—-4-1-3=9-12=-3<0
Donc ce polynGme est strictement positif pour tout X € R.

Donc:

x—3vVx+3>0 pourtoutx >0

5.(b)Ona:

eVX(x — 3vx + 3)
8x2v/x

Tous les termes sont positifs sur ]0; +oo[, d’apres 5(a) Donc :

f'e) =

f"(x) >0 pourtoutx >0

Donc f est convexe sur |0; +oof.
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