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EXERCICE 1 (5 points) 

1. Affirmation 1 : vraie 

𝑓 est un produit : 𝑓(𝑥) = 𝑥 × 𝑒−2𝑥 

Donc : 

𝑓′(𝑥) = 1 × 𝑒−2𝑥 + 𝑥 × (−2)𝑒−2𝑥 = (1 − 2𝑥)𝑒−2𝑥 = (−2𝑥 + 1)𝑒−2𝑥 

L’égalité annoncée est bien vérifiée. 

 

2. Affirmation 2 : vraie 

Avec 𝑦 = 𝑓, on a : 

𝑦′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) = (1 − 2𝑥)𝑒−2𝑥  et  2𝑦(𝑥) = 2𝑥𝑒−2𝑥 

Alors : 

𝑦′(𝑥) + 2𝑦(𝑥) = (1 − 2𝑥)𝑒−2𝑥 + 2𝑥𝑒−2𝑥 = 𝑒−2𝑥 

Donc 𝑓 est bien solution de 𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−2𝑥 sur ℝ. 

 

3. Affirmation 3 : fausse 

On dérive 𝑓′(𝑥) = (1 − 2𝑥)𝑒−2𝑥 : 

𝑓″(𝑥) = (−2)𝑒−2𝑥 + (1 − 2𝑥)(−2)𝑒−2𝑥 = (4𝑥 − 4)𝑒−2𝑥 = 4(𝑥 − 1)𝑒−2𝑥 

Comme 𝑒−2𝑥 > 0 pour tout 𝑥, le signe de 𝑓″(𝑥) est celui de 𝑥 − 1. 

Sur ] − ∞; 1], on a 𝑥 − 1 ≤ 0, donc 𝑓″(𝑥) ≤ 0. 

Donc 𝑓 est concave (et non convexe) sur cet intervalle. 

 

4. Affirmation 4 : vraie 

Sur ] − ∞; 0], on a 1 − 2𝑥 > 0, donc 𝑓′(𝑥) = (1 − 2𝑥)𝑒−2𝑥 > 0. 

Donc 𝑓 est strictement croissante sur ] − ∞; 0]. 

De plus 𝑓(−1) = −𝑒2 < −1 et 𝑓(0) = 0 > −1. Par continuité, l’équation 𝑓(𝑥) = −1 admet 

au moins une solution dans ] − 1; 0[. 

Comme 𝑓 est strictement croissante sur ] − ∞; 0], cette solution est unique sur ℝ car pour 

𝑥 > 0 on a 𝑓(𝑥) ≥ 0. 

Remarque : Il n’est pas demandé ici de dresser le tableau de variations complet de 𝑓. 

Optimisez votre temps de réponse ! 
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5. Affirmation 5 : vraie 

Sur [0; 1], 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−2𝑥 ≥ 0, donc l’aire demandée vaut : 

𝒜 = ∫ 𝑥
1

0

𝑒−2𝑥  𝑑𝑥 

Par intégration par parties avec : 

𝑢 = 𝑥   𝑢′ = 1 

𝑣′ = 𝑒−2𝑥  𝑣 = −1 2⁄ 𝑒−2𝑥 

On obtient : 

𝒜 = ∫ 𝑥
1

0

𝑒−2𝑥  𝑑𝑥 

= [−
1

2
𝑥𝑒−2𝑥]

0

1

−∫ −
1

2

1

0

𝑒−2𝑥  𝑑𝑥 

= −
1

2
𝑒−2 +∫

1

2

1

0

𝑒−2𝑥  𝑑𝑥 

= −
1

2
𝑒−2 + [−

1

4
𝑒−2𝑥]

0

1

 

= −
1

2
𝑒−2 −

1

4
𝑒−2 +

1

4
 

=
1

4
−
3𝑒−2

4
 

Ce qui correspond bien à l’expression proposée. 
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EXERCICE 2 (5 points) 

1. Dans le repère orthonormé (𝐴;  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗), on a : 

𝐴(0; 0; 0)  𝐵(1 ; 0 ; 0)  𝐺(1 ; 1 ; 1) 𝐼 (
1

2
; 0; 0)  𝐽 (1;

1

2
;
1

2
) 

 

2. a) 𝐴𝐽⃗⃗⃗⃗ = (1;
1

2
;
1

2
) , donc une représentation paramétrique de (𝐴𝐽) est : 

{
 
 

 
 
𝑥 = 𝑡

𝑦 =
1

2
 𝑡

𝑧 =
1

2
 𝑡

 avec 𝑡 ∈ ℝ 

 

2. b) 𝐼𝐺⃗⃗⃗⃗ = 𝐺 − 𝐼 = (
1

2
; 1; 1) , donc une représentation paramétrique de (𝐼𝐺) est : 

{
𝑥 =

1

2
+
1

2
 𝑡

𝑦 = 𝑡
𝑧 = 𝑡

 avec 𝑡 ∈ ℝ 

 

2. c) Un point de (𝐴𝐽) a pour coordonnées (𝑠;
𝑠

2
;
𝑠

2
). 

Un point de (𝐼𝐺) a pour coordonnées (
1

2
+

𝑡

2
; 𝑡; 𝑡). 

On résout : 

{
𝑠 =

1

2
+
𝑡

2
𝑠

2
= 𝑡

 

La deuxième équation donne 𝑠 = 2𝑡. En remplaçant dans la première : 

2𝑡 =
1

2
+
𝑡

2
 

⇔ 4𝑡 = 1 + 𝑡 

⇔ 3𝑡 = 1 

⇔ 𝑡 =
1

3
 

Donc : 

𝑠 = 2𝑡 =
2

3
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Ainsi le point d’intersection est : 

𝑆 (
2

3
;
1

3
;
1

3
) 

Les droites (𝐴𝐽) et (𝐼𝐺) sont donc sécantes en 𝑆. 

 

3. a) Dans le plan (𝐴𝐵𝐺), on peut prendre deux vecteurs directeurs non colinéaires : 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1; 0; 0)  et  𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0; 1; 1) 

Avec 𝑛⃗ = (0;−1; 1), on a : 

𝑛⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  et 𝑛⃗ ⋅ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −1 + 1 = 0 

Donc 𝑛⃗  est orthogonal à deux directions du plan, il est donc normal au plan (𝐴𝐵𝐺). 

 

3. b) Une équation cartésienne d’un plan de vecteur normal (0;−1; 1) passant par 𝐴(0; 0; 0) 

est : 

0𝑥 − 1𝑦 + 1𝑧 = 0 

⇔ −𝑦 + 𝑧 = 0 

⇔ 𝑧 = 𝑦 
 

3. c) Sur la droite (𝑑), on a :   𝑥 =
1

2
    𝑦 = −𝑡  𝑧 = 1 + 𝑡 

À l’intersection avec le plan 𝑧 = 𝑦, on doit donc avoir : 

1 + 𝑡 = −𝑡 

⇔ 2𝑡 = −1 

⇔ 𝑡 = −
1

2
 

Ainsi, on a bien : 

𝐿 (
1

2
;
1

2
;
1

2
) 

 

3. d) On compare les distances (on peut comparer les carrés des distances). 

𝐿𝐴2 = (
1

2
)
2

+ (
1

2
)
2

+ (
1

2
)
2

=
3

4
 

𝐿𝐵2 = (
1

2
− 1)

2

+ (
1

2
)
2

+ (
1

2
)
2

= (−
1

2
)
2

+
1

4
+
1

4
=
3

4
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𝐿𝐺2 = (
1

2
− 1)

2

+ (
1

2
− 1)

2

+ (
1

2
− 1)

2

= 3(
1

2
)
2

=
3

4
 

Donc 𝐿𝐴 = 𝐿𝐵 = 𝐿𝐺. 

Ainsi, le point 𝐿 est bien équidistant de 𝐴, 𝐵 et 𝐺. 

 

4. On a : 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴 − 𝐵 = (−1; 0; 0)   et  𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺 − 𝐵 = (0; 1; 1) 

Le produit scalaire vaut : 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1) × 0 + 0 × 1 + 0 × 1 = 0 

Donc 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗⟂𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ et le triangle 𝐴𝐵𝐺 est rectangle en 𝐵. 

 

5. a) Comme 𝐿 est équidistant de 𝐴, 𝐵 et 𝐺, c’est le centre du cercle circonscrit au triangle 

𝐴𝐵𝐺. 

Le centre de gravité est l’intersection des médianes : c’est 𝑆. 

Le triangle étant rectangle en 𝐵, l’orthocentre est 𝐵. 

 

5. b) On vérifie l’alignement de 𝐿, 𝑆 et 𝐵 en comparant deux vecteurs directeurs : 

𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑆 − 𝐵 = (−
1

3
;
1

3
;
1

3
) 

𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐿 − 𝐵 = (−
1

2
;
1

2
;
1

2
) 

On constate que : 

𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

2
 𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Les vecteurs 𝐵𝑆⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐵𝐿⃗⃗⃗⃗  ⃗ sont donc colinéaires, ce qui prouve que 𝐵, 𝑆 et 𝐿 sont alignés. 
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EXERCICE 3 (4,75 points) 

1. Chaque question est un essai de Bernoulli (réussite = « bonne réponse ») de probabilité 

𝑝 =
1

4
  et les 10 questions sont indépendantes. 

Donc 𝑋 suit une loi binomiale de paramètres 𝑛 = 10 et 𝑝 =
1

4
 

𝑋 ∼ ℬ (10;
1

4
) 

 

2. On calcule à l’aide de la calculatrice : 

ℙ(𝑋 = 5) = (
10

5
) (
1

4
)
5

(
3

4
)
5

=
15309

262144
≈ 0,0584 

 

3. Pour une loi binomiale, on a : 

𝔼(𝑋) = 𝑛𝑝 = 10 ×
1

4
= 2,5 

Cela signifie qu’en répondant totalement au hasard, Dominique obtient en moyenne 2,5 

bonnes réponses sur 10. 

 

4. a. Avoir 𝑌 = 10 signifie obtenir la note maximale, donc répondre correctement aux 10 

questions, soit 𝑋 = 10. 

ℙ(𝑌 = 10) = ℙ(𝑋 = 10) = (
1

4
)
10

=
1

1048576
 

 

4. b. Si Dominique a 𝑘 bonnes réponses, alors il a 10 − 𝑘 mauvaises réponses, donc : 

𝑌 = 𝑘 − 0,5 × (10 − 𝑘) = 1,5𝑘 − 5 

La note est positive lorsque 𝑌 > 0, donc lorsque 1,5𝑘 − 5 > 0, soit 𝑘 >
10

3
≈ 3,33 

Ainsi, la note devient positive à partir de 4 bonnes réponses. 

 

4. c. D’après la question précédente, on a : 

ℙ(𝑌 ≤ 0) = ℙ(𝑋 ≤ 3) 

On calcule à l’aide de la calculatrice : 

ℙ(𝑌 ≤ 0) = ℙ(𝑋 ≤ 3) ≈ 0,78 
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4. d. Si Dominique a 𝑋 bonnes réponses, il a 10 − 𝑋 mauvaises réponses, donc : 

𝑌 = 𝑋 − 0,5(10 − 𝑋) = 𝑋 − 5 + 0,5𝑋 = 1,5𝑋 − 5 

Résultat déjà montré à la question 4. b. 

 

4. e. Par linéarité de l’espérance, on a : 

𝔼(𝑌) = 𝔼(1,5𝑋 − 5) 

= 1,5 𝔼(𝑋) − 5 

= 1,5 × 2,5 − 5 

= −1,25 

En moyenne, avec ce barème et des réponses au hasard, Dominique obtient −1,25 point. 

 

 

 

 

EXERCICE 4 (5,25 points) 

Partie A 

1. On complète l’arbre des probabilités : 

 

 

2. D’après la formule des probabilités totales : 

𝑝3 = 𝑃(𝐴3) = 𝑃(𝐴2 ∩ 𝐴3) + 𝑃(𝐴2 ∩ 𝐴3) = 𝑃(𝐴2) × 𝑃(𝐴3 ∣ 𝐴2) + 𝑃(𝐴2) × (𝐴3 ∣ 𝐴2) 

= 0,3 × 0,3 + 0,7 × 0,7 = 0,09 + 0,49 = 0,58 
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3. On calcule : 

𝑃𝐴3(𝐴2) = 𝑃(𝐴2 ∣ 𝐴3) =
𝑃(𝐴2 ∩ 𝐴3)

𝑃(𝐴3)
 

=
𝑃(𝐴2) × 𝑃(𝐴3 ∣ 𝐴2)

0,58
=
0,3 × 0,3

0,58
≈ 0,16 

Partie B 

1. On complète l’arbre des probabilités : 

 

2. a. D’après la formule des probabilités totales : 

𝑝𝑛+1 = 𝑃(𝐴𝑛+1) = 𝑝𝑛 × 𝑃(𝐴𝑛+1 ∣ 𝐴𝑛) + (1 − 𝑝𝑛) × 𝑃(𝐴𝑛+1 ∣ 𝐴𝑛) 

= 0,3𝑝𝑛 + 0,7(1 − 𝑝𝑛) = 0,3𝑝𝑛 + 0,7 − 0,7𝑝𝑛 = −0,4𝑝𝑛 + 0,7 
 

2. b. On a : 

𝑢𝑛+1 = 𝑝𝑛+1 − 0,5 

= (−0,4𝑝𝑛 + 0,7) − 0,5 

= −0,4𝑝𝑛 + 0,2 

= −0,4(𝑝𝑛 − 0,5) = −0,4𝑢𝑛 

Donc (𝑢𝑛) est géométrique de raison −0,4  et 𝑢1 = 𝑝1 − 0,5 = 1 − 0,5 = 0,5. 

 

2. c. Pour tout 𝑛 ≥ 1, on a : 

𝑢𝑛 = 𝑢1(−0,4)
 𝑛−1 = 0,5(−0,4) 𝑛−1 

Donc : 

𝑝𝑛 = 𝑢𝑛 + 0,5 = 0,5(−0,4)
 𝑛−1 + 0,5 
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2. d. Comme | − 0,4| < 1, on a lim
𝑛→+∞

(−0,4)𝑛−1 = 0 

Donc lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0  et lim
𝑛→+∞

𝑝𝑛 = 0,5 

Ainsi, la suite (𝑝𝑛) converge vers 0,5. 

 

Partie C 

1. On a désormais la situation suivante : 

 

 

Comme précédemment, d’après la formule des probabilités totales : 

𝑝𝑛+1 = 𝑃(𝐴𝑛+1) = 𝑝𝑛 × 𝑃(𝐴𝑛+1 ∣ 𝐴𝑛) + (1 − 𝑝𝑛) × 𝑃(𝐴𝑛+1 ∣ 𝐴𝑛) 

= (1 − 𝑥)𝑝𝑛 + 𝑥(1 − 𝑝𝑛) = (1 − 2𝑥)𝑝𝑛 + 𝑥 

 

2. On montre par récurrence que, pour tout 𝑛 ≥ 1 : 

𝑝𝑛 =
1

2
(1 − 2𝑥)𝑛−1 +

1

2
 

Initialisation : Pour 𝑛 = 1, on a : 

1

2
(1 − 2𝑥)0 +

1

2
=
1

2
+
1

2
= 1 = 𝑝1 

Hérédité : On suppose la formule vraie au rang 𝑛. 

Alors : 

𝑝𝑛+1 = (1 − 2𝑥)𝑝𝑛 + 𝑥 = (1 − 2𝑥) (
1

2
(1 − 2𝑥)𝑛−1 +

1

2
) + 𝑥 

=
1

2
(1 − 2𝑥)𝑛 +

1

2
(1 − 2𝑥) + 𝑥 =

1

2
(1 − 2𝑥)𝑛 +

1

2
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La propriété est donc vraie au rang 𝑛 + 1. 

Conclusion : La récurrence est établie. La propriété est vraie pour tout 𝑛 ≥ 1. 

 

3. Comme 𝑥 ∈]0; 1[, on a −1 < 1 − 2𝑥 < 1, donc : 

lim
𝑛→+∞

(1 − 2𝑥)𝑛−1 = 0 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑝𝑛 = 0,5 

La suite (𝑝𝑛) est convergente et sa limite vaut 0,5. 

 

______ 
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