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EXERCICE 1 (4 points)
Dans le repéere orthonormé (4; ﬁ, ﬁ, ZE), ona:
A(0,0,0), B(1,0,0), €(1,1,0), D(0,1,0), E(0,0,1), F(1,0,1),G(1,1,1), H(0,1,1).

Deplus FB = B — F = (0,0,—1), donc FI = éfﬁ = (0,0, _g)

Par ailleurs: [ = F + FI = (1,0,%)

1. Affirmation 1 : fausse

On calcule les longueurs :

HA=,(0-0)2+0-12+((0-1)2=+2

AC =1 =002+ (1-0)2+(0-0)2=+2

HC=J(1-02+1-1)2+(0-1)2=+2

Les trois cotés ont la méme longueur, donc HAC est équilatéral, et il ne peut pas étre
rectangle.

L’affirmation 1 est fausse.

2. Affirmation 2 : vraie

Une représentation paramétrique de (HF) est :
H(0,1,1) +t(F—H) =(0,1,1) + t(1,-1,0)
donc (x,y,z) = (t,1—1t,1)

Une représentation paramétrique de (DI) est :
2
D(0,1,0) +s(I = D) = (0,1,0) +5(1,-1,)
donc (x,y,z) = (5,1 — s,gs)

. . . 2 , .
Pour une intersection, on impose (t,1 —t,1) = (5,1 — s,;s). Il faut résoudre le systeme :

t=s t=s
1—t=1-=5 t=s

1 2 @ 3 t

_35 5_2_

. . 3 . .
Il existe donc un point commun (E’ — %, 1) aux deux droites. Ce point est en dehors du cube.

L’affirmation 2 est vraie.
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3. Affirmation 3 : fausse

On simplifie U car sin(m — a) = sin(a) et sin(—a) = —sin(a). Ainsi :
U = (sina, sina, —sina) = sina (1,1, —1)
Dans le plan (FAC), on peut prendre deux vecteurs directeurs non colinéaires :
FA=A—-F =(-1,0-1) et FC=C-F=(01-1)
Un vecteur normal au plan est alors :
FAXFC=(1,-1,-1)

Or (1,1, —1) n’est pas colinéaire a (1, —1, —1). Les deux premiéeres coordonnées ne sont pas
proportionnelles. Donc i n’est pas normal au plan (FAC).

L’affirmation 3 est fausse.

4. Affirmation 4 : fausse

Un segment est déterminé par un choix de 2 sommets distincts parmi 8, donc :

N—(S)— 8! _8><7_28
~\2) 2'xe! 2

2
Alors que Eo%-3p
2 2

L’affirmation 4 est fausse.

EXERCICE 2 (6 points)
Partie A

ZONE 1 (au-dessus de y = x) : c’est un triangle rectangle de c6tés 1 et 1, donc son aire vaut :

1x1 1

2 2

ZONE 2 (sous la parabole y = x?) : son aire vaut 'aire « sous la courbe » entre 0 et 1, donc :

1 X3 1 1
x? dx=l—l ==
JO 3], 73
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ZONE 3 (entre y = x et y = x?) : c'est |a différence entre I'aire sous y = x et |'aire sous y =

x?, donc :
1 x2 %] 1 1 1
(x —x%) dx = I——— =-—==-
,L 2 3 0 2 3 6
Partie B
1. On représente la situation par un arbre pondéré :
1 G
T 2
G
G
G

]
6

2. On utilise la formule des probabilités totales :
P(G)=P(T)P(GIT)+P(T)P(GIT)
5 1 1 5 8 2

1 1
=—X—-—4—-—"X-—=— —_ —= =
6 2 6 6 12 36 36 9
3.0ncherche P(T | G):
P(TNG) P(MPWGIT
pr 16y = PENG) _PMOPGID
P(G) P(G)
1.1 1
2 2 12 2 24 8
9 9
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Partie C

1. a. La variable X; prend les valeurs 1, 2, 3 avec :

1 1 1

P(X, =1) =+ P(X,=2) =+ P(X, =3) ==
Donc:
E(X,) =1 1+2 1+3 1 1+2 L 1+2 >
=IX-+2Xz+3X-=c+-+-=1+-==
(X1) 2 3 6 2 3 2 373
1. b. On calcule d’abord E(X?) :
1 1 1 1 4 9 4 10
EX})=1°X=-+4+22X=+32X-=c4+-+-=2+4+-=—
(X7) pTerXgr T Xg=otgtg=atg =3

Alors :

3

10 <5>2_10 25 5
3 9 9

V(Xy) = EXD) — (E(XD)? = 3

2. a. Avoir Y = 9 signifie X; + X, + X3 = 9. Or chaque X; < 3, donc cela n’est possible que
Sin :XZ :X3 = 3

Ainsi, comme les variables X;, X, et X5 sont indépendantes :

12 1
P(Y=9)=P(X; =3) x P(X, = 3) X P(X3=3)=<€> =57¢

2. b. Par linéarité de I'espérance :

E(Y) = E(Xy) + E(Xy) + E(Xs) = 3E(X,) = 3 X g =5

2. c. Comme X, X,, X5 sont indépendantes, la variance d’'une somme est la somme des
variances :

V(Y) = V(X)) + V(X)) + V(X)) = 3V(X,) = 3 X g - g
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EXERCICE 3 (5 points)
1. f est dérivable sur R, ona:
lex/z
flx) = ez/zﬁ
Ore*/? > 0ete*? +2 >0, donc f'(x) > 0 pour tout x.

Ainsi f est strictement croissante sur R.

2. On calcule :
2In2
f(2In(2)) = In (e z + 2) = In(e'"2 + 2)

=1In(2 + 2) = In(4) = In(2?) = 2In(2)

3.0nauy = f(ug), donc:

u; = In(e"®/2 + 2) = In(e™® + 2) =In(3 + 2) = In(5)

4. On montre par récurrence la propriété P,: 2In(2) < u, 41 < uy,.
Initialisation :
On sait que uy = In(9) et u; = In(5).
De plus 2In(2) = In(4).
Comme In est croissante, alors :
In(4) < In(5) < In(9)
© 2In(2) < uy <y
Donc P, est vraie.
Hérédité :
On suppose B, vraie, donc 2In(2) < uyyq < uy.
Comme f est croissante (question 1), on a:
f@ni1) < f(un)
C'est-a-dire :

Untz = Untg
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Et, toujours parce que f est croissante et car on sait que 2In(2) < u, 1, on déduit :
fQ@In(2)) < f(upn+1)
Donc, avec la question 2 :
2In(2) < upys
On a bien 2In(2) < u, 45 < Up4q, donc Py, 4 est vraie.
Conclusion :
Par récurrence, pour toutn € N,ona:

21n(2) SUpy S U,

5. D’aprés la question 4, u, .41 < u, pour tout n, donc (u,,) est décroissante.

Toujours d’apres la question 4, u, 1 = 2In(2) pour tout n, donc (u,,) est minorée par
2In(2).

Une suite décroissante et minorée est convergente. Donc (u,) converge.

6. a. On factorise :
XZ—X—2=(X—2)(X+1)
Donc les solutions réelles sont X = 2 ou X = —1.

Autre méthode plus longue : On calcule le discriminant A puis les 2 racines.

6. b. On pose X = e*/2,
Alors X > 0 et e* = (e*/?)? = X?
Ainsi :
eX —eX2-2=0
©X2-X-2=0
D’aprés la question 6.a., X =2ou X = —1, mais X > 0 donc X = 2.
Ainsi :
=2 & Z=I@2) o x=2n@)

L’ensemble des solutions est donc {2In(2)}.
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6. c. Résoudre f(x) = x revient a résoudre :
In(e*? +2) =x
©e*? 42 =¢*
©e*—e¥?2-2=0
D’apres la question 6. b., la seule solution est x = 2In(2).

Donc I’ensemble des solutions de f(x) = x est {2In(2)}.

6. d. On sait (question 5) que (u,,) converge vers une limite £. Comme u,,,; = f(u,) et que
f est continue (composition de fonctions continues), alors :

t=f(0)
Donc ¥ est une solution de f(x) = x.

Or d’apres la question 6. c., il n’y a qu’une solution : 2In(2).

Donc:
lim u, = 2In(2)
n—-+oo
EXERCICE 4 (5 points)
1.0na:
lim In(x) = — et lim x? = 0%
x—0 x—0
Donc, par quotient :
lim f(x) = —o0
x—0

On en deduit que la courbe Cr admet une asymptote verticale d’équation x = 0.
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Par ailleurs, par croissance comparées, on a :

In(x) 0

2

lim
X—+00 X

Donc:
lim f(x) =1
X—>+00

On en deduit que la courbe Cr admet une asymptote horizontale d’équation y = 1.

2. Pourtoutx > 0,0na:

1><x2—ln(x)><2x

r _ X
Fe) =
_x—2xIn(x)
=—
x(1 - 2In(x))
1—-2In(x)
=—

3. Sur ]0; +o[, ona x> > 0, donc le signe de f’(x) est celui de 1 — 2In(x).
1
1—21n(x)=0=>1n(x)=z(=x=\/g

On en déduit le tableau de variation :

X 0 Ve +0o0
f'() + 0 -
1+Z

£ / \

— 1
Avec:
h(ve) 1
Ve 2114
f(We) = 5L tl=241=1+_—~1184
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4. a. D’apreés les questions précédentes, on a :
e f est continue et strictement croissante sur ]0; Ve[

e limf(x)=—-—0<0
x—0

1
o f(Ve)=1+-~1184>0
Donc f ne peut s’annuler qu’une seule fois sur cet intervalle (théoreme des valeurs
intermédiaires).

De plus, sur [Ve; +o], f est continue et décroissante et tend vers 1, donc f(x) = 1 sur
[Ve; +oo[ et elle ne peut pas s’y annuler.

Il existe donc une unique solution a de f(x) = 0 sur ]0; +oo].

4. b. On calcule a la calculatrice :
f(0,65) = —0,0196
f(0,66) = 0,0461

Comme f est croissante sur ]0; Ve[ et change de signe entre 0,65 et 0,66, on obtient
I’encadrement suivant :

0,65 < a<0,66

4. c. On déduit le tableau de signes d’apres les questions précédentes.

X 0 a + o0

f(x) — 0 +

Ainsi, f est négative sur ]0; [ et positive sur |a; +oo].
5. a.Sur Cy, le point M a pour coordonnées (x, In(x)).
Donc:

OM? = x? + In?(x)
5. b. Posons h(x) = OM? = x? + In?(x) sur ]0; +oo|.

Alors :
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1
h'(x) =2x+2 X p X In(x)

21In(x
=2x+ ()

=2x X <1 + ln(x))

X2
= 2xf (x)
Ainsi, h'(x) est du signe de f(x) et s’annulera en a.

On obtient le tableau de variation suivant :

X 0 a +o0
R (%) _ 0 +
“+ oo “+ oo
h(x) \ /
h(a)

Ainsi h(x) décroit sur ]0; a[ puis croit sur Ja; +[, donc h(x) = OM? admet un minimum
ena.

5. c. La distance minimale vaut

d = h(a) = a2 + In2(a)

(&) 1 =0, donc In(a) = —a? etIn?(a) = a*.

a?

Or f(a) = 0 donne

Ainsi :

d=+a?+a*=ay1+a?
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