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EXERCICE 1 (5 points) 

1. On a directement : 

𝑝1 =
1

2
 

Pour calculer 𝑝2, on distingue selon le résultat du premier tir : 

𝑝2 = 𝑃(𝑇2) = 𝑃(𝑇1)𝑃(𝑇2 ∣ 𝑇1) + 𝑃(𝑇1)𝑃(𝑇2 ∣ 𝑇1) 

=
1

2
×

4

5
+

1

2
×

1

3
=

2

5
+

1

6
=

12

30
+

5

30
=

17

30
 

 

2. On obtient l’arbre pondéré complété : 

 
 

3. On utilise la formule des probabilités totales : 

𝑝𝑛+1 = 𝑃(𝑇𝑛+1) = 𝑃(𝑇𝑛)𝑃(𝑇𝑛+1 ∣ 𝑇𝑛) + 𝑃(𝑇𝑛)𝑃(𝑇𝑛+1 ∣ 𝑇𝑛) 

= 𝑝𝑛 ×
4

5
+ (1 − 𝑝𝑛) ×

1

3
=

4

5
𝑝𝑛 +

1

3
−

1

3
𝑝𝑛 

=
12

15
𝑝𝑛 −

5

15
𝑝𝑛 +

1

3
=

7

15
𝑝𝑛 +

1

3
 

 

4. a. Pour tout entier naturel 𝑛 non nul : 

𝑢𝑛+1 = 𝑝𝑛+1 −
5

8
=

7

15
𝑝𝑛 +

1

3
−

5

8
=

7

15
𝑝𝑛 −

7

24
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Or : 

7

15
𝑢𝑛 =

7

15
(𝑝𝑛 −

5

8
) =

7

15
𝑝𝑛 −

7

24
 

Donc : 

𝑢𝑛+1 =
7

15
𝑢𝑛 

La suite (𝑢𝑛) est donc géométrique de raison : 

7

15
 

 

4. b. On calcule d’abord son premier terme : 

𝑢1 = 𝑝1 −
5

8
=

1

2
−

5

8
= −

1

8
 

Donc, pour tout entier naturel 𝑛 non nul : 

𝑢𝑛 = −
1

8
× (

7

15
)
𝑛−1

 

 

4. c. Comme 𝑢𝑛 = 𝑝𝑛 −
5

8
, on a : 

𝑝𝑛 = 𝑢𝑛 +
5

8
 

En remplaçant 𝑢𝑛 on trouve ainsi : 

𝑝𝑛 =
5

8
−

1

8
× (

7

15
)
𝑛−1

 

 

5. Comme : 

−1 <
7

15
< 1 

on a alors : 

lim
𝑛→+∞

(
7

15
)
𝑛−1

= 0 

Donc : 

lim
𝑛→+∞

𝑝𝑛 =
5

8
 

Cela signifie qu’à long terme, la probabilité que le tireur atteigne le centre de la cible au 𝑛-

ième tir se rapproche de 
5

8
= 0,625. 
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6. La fonction complétée est : 

def seuil(): 

      n = 1 

      p = 0.5 

      while p < 0.6 : 

            n = n + 1 

            p = (7/15) * p + 1/3 

      return n 

 

7. On résout : 

𝑝𝑛 ≥ 0,6 

⇔ 𝑝𝑛 ≥
3

5
 

⇔
5

8
−

1

8
(

7

15
)
𝑛−1

≥
3

5
 

⇔ −
1

8
(

7

15
)
𝑛−1

≥
3

5
−

5

8
 

⇔ −
1

8
(

7

15
)
𝑛−1

≥ −
1

40
 

En multipliant par −8, on change le sens de l’inégalité : 

⇔ (
7

15
)
𝑛−1

≤
1

5
 

Les deux membres sont strictement positifs, donc on peut appliquer la fonction ln, qui est 

strictement croissante sur ]0; +∞[ : 

⇔ ln((
7

15
)
𝑛−1

) ≤ ln (
1

5
) 

⇔ (𝑛 − 1)ln (
7

15
) ≤ ln (

1

5
) 

Or : 

ln (
7

15
) < 0 

Donc on peut diviser par ln (
7

15
), et on change le sens de l’inégalité : 

𝑛 − 1 ≥
ln (

1
5
)

ln (
7
15

)
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Or : 

ln (
1
5
)

ln (
7
15

)
≈ 2,11 

Ainsi : 

𝑛 − 1 ≥ 2,11 

Comme 𝑛 est un entier, on obtient : 

𝑛 − 1 ≥ 3 

⇔ 𝑛 ≥ 4 

Les entiers naturels non nuls qui vérifient 𝑝𝑛 ≥ 0,6 sont donc tous les entiers 𝑛 tels que : 

𝑛 ≥ 4 

 

 

 

 

 

 

 

EXERCICE 2 (5 points) 

1. L’affirmation 1 est vraie. 

Pour 𝑥 > 1, on a : 

𝑓(𝑥) =
𝑥 − 1

√𝑥2 − 1
 

On factorise par 𝑥 au numérateur et au dénominateur : 

𝑓(𝑥) =
𝑥 (1 −

1
𝑥)

√𝑥2 (1 −
1
𝑥2)

 

Comme 𝑥 > 1, √𝑥2 = 𝑥, donc : 

𝑓(𝑥) =
1 −

1
𝑥

√1 −
1
𝑥2
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Lorsque 𝑥 tend vers +∞, on a : 

1 −
1

𝑥
→ 1 

et : 

√1 −
1

𝑥2
→ 1 

Donc : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =
1

1
= 1 

 

2. L’affirmation 2 est vraie. 

Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel 𝑛 : 

𝑤𝑛 = (𝑛 + 1)2 

Initialisation : 

Pour 𝑛 = 0, on a : 

(0 + 1)2 = 1 = 𝑤0 

La propriété est donc vraie au rang 0. 

Hérédité : 

Supposons qu’elle soit vraie pour un certain entier naturel 𝑛, c’est-à-dire : 

𝑤𝑛 = (𝑛 + 1)2 

Alors : 

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛 + 2𝑛 + 3 

𝑤𝑛+1 = (𝑛 + 1)2 + 2𝑛 + 3 

𝑤𝑛+1 = 𝑛2 + 2𝑛 + 1 + 2𝑛 + 3 

𝑤𝑛+1 = 𝑛2 + 4𝑛 + 4 

𝑤𝑛+1 = (𝑛 + 2)2 

𝑤𝑛+1 = ((𝑛 + 1) + 1)2 

La propriété est donc vraie au rang 𝑛 + 1. 

Conclusion : 

Par récurrence, pour tout entier naturel 𝑛 : 

𝑤𝑛 = (𝑛 + 1)2 
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3. L’affirmation 3 est vraie. 

La variable aléatoire 𝑋 suit une loi binomiale de paramètres 3 et 𝑝. Ainsi : 

𝑃(𝑋 = 1) = (
3

1
) 𝑝1(1 − 𝑝)3−1 = 3𝑝(1 − 𝑝)2 

Or : 

(1 − 𝑝)2 = 1 − 2𝑝 + 𝑝2 

Donc : 

𝑃(𝑋 = 1) = 3𝑝(1 − 2𝑝 + 𝑝2) = 3𝑝 − 6𝑝2 + 3𝑝3 

 

4. L’affirmation 4 est fausse. 

Pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 1, on a : 

𝑣𝑛 = ∫ 𝑒𝑛𝑥
1

0

 𝑑𝑥 

Une primitive de 𝑥 ↦ 𝑒𝑛𝑥 est : 

𝑥 ↦
1

𝑛
𝑒𝑛𝑥 

Donc : 

𝑣𝑛 = [
1

𝑛
𝑒𝑛𝑥]

0

1

=
1

𝑛
𝑒𝑛 −

1

𝑛
𝑒0 =

𝑒𝑛 − 1

𝑛
 

On obtient donc : 

𝑣𝑛 ≠
𝑒𝑛

𝑛
 

 

5 L’affirmation 5 est fausse. 

Pour chacune des 16 cases, il y a 3 choix possibles : rouge, jaune ou noir. 

Les choix sont indépendants d’une case à l’autre. Le nombre total de coloriages possibles est 

donc : 

316 

Ce n’est pas : 

(
16

3
) 

En effet, (16
3
) correspondrait à choisir 3 cases parmi 16, ce qui ne décrit pas ici tous les 

coloriages possibles avec trois couleurs. 
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EXERCICE 3 (5 points) 

1. a. On calcule deux vecteurs du plan formé par les points 𝐵, 𝐶 et 𝐸 : 

𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (2; 1;−2) 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1;−4;−1) 

Ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels, par exemple : 

2

1
≠

1

−4
 

Donc les points 𝐵, 𝐶 et 𝐸 ne sont pas alignés. 

 

1. b. On calcule : 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3; 0; 3) 

Pour montrer que 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ est normal au plan (𝐵𝐶𝐸), il suffit de montrer qu’il est orthogonal à 

deux vecteurs non colinéaires de ce plan, par exemple 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 × 2 + 0 × 1 + 3 × (−2) = 0 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 × 1 + 0 × (−4) + 3 × (−1) = 0 

Le vecteur 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ est donc orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan (𝐵𝐶𝐸). Il est 

donc normal au plan (𝐵𝐶𝐸). 

 

1. c. Le vecteur 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3; 0; 3) est normal au plan (𝐵𝐶𝐸). On peut donc aussi utiliser le 

vecteur normal : 

𝑛⃗ = (1; 0; 1) 

Une équation cartésienne du plan (𝐵𝐶𝐸) est donc de la forme : 

𝑥 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

Comme le point 𝐵(1; 2; 3) appartient au plan, on obtient : 

1 + 3 + 𝑑 = 0 ⇔ 𝑑 = −4 

Ainsi, une équation cartésienne du plan (𝐵𝐶𝐸) est : 

𝑥 + 𝑧 − 4 = 0 

 

2. a. On teste les coordonnées de 𝐺(5; 1; 2) dans l’équation du plan (𝐵𝐶𝐸) : 

𝑥 + 𝑧 − 4 = 5 + 2 − 4 = 3 

On obtient un résultat différent de 0, donc le point 𝐺 n’appartient pas au plan (𝐵𝐶𝐸). 
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2. b. On sait, d’après la question 1.b, que 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ est un vecteur normal au plan (𝐵𝐶𝐸). 

On calcule : 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5; 1; 1) 

Donc : 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 3 × 5 + 0 × 1 + 3 × 1 = 18 

Ainsi : 

𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ≠ 0 

Donc 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ n’est pas orthogonal à 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Or 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ est un vecteur normal au plan (𝐵𝐶𝐸). Donc tout vecteur directeur de ce plan est 

orthogonal à 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Ainsi, 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ n’est pas un vecteur directeur du plan (𝐵𝐶𝐸). Il n’est donc pas coplanaire avec 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

et 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Les vecteurs 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ne sont donc pas coplanaires. 

 

2. c. Les vecteurs 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ dirigent le plan (𝐵𝐶𝐸). 

Si la droite (𝐴𝐺) était parallèle au plan (𝐵𝐶𝐸), alors son vecteur directeur 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ serait 

coplanaire avec 𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Or on vient de montrer que ce n’est pas le cas. Donc la droite (𝐴𝐺) n’est pas parallèle au 

plan (𝐵𝐶𝐸). 

Ainsi, la droite (𝐴𝐺) et le plan (𝐵𝐶𝐸) sont sécants. 

 

3. a. La droite (𝐴𝐺) passe par 𝐴(0; 0; 1) et a pour vecteur directeur : 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (5; 1; 1) 

Une représentation paramétrique de la droite (𝐴𝐺) est donc : 

{
𝑥 = 0 + 5𝑡 = 5𝑡
𝑦 = 0 + 1𝑡 = 𝑡
𝑧 = 1 + 1𝑡 = 1 + 𝑡

 avec 𝑡 ∈ ℝ 

 

3. b. Le point 𝑃 appartient à la fois à la droite (𝐴𝐺) et au plan (𝐵𝐶𝐸). 

On remplace donc 𝑥, 𝑦 et 𝑧 dans l’équation du plan : 

𝑥 + 𝑧 − 4 = 0 
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Avec la représentation paramétrique de (𝐴𝐺), on obtient : 

5𝑡 + (1 + 𝑡) − 4 = 0 

⇔ 6𝑡 − 3 = 0 

⇔ 𝑡 =
1

2
 

On en déduit les coordonnées de 𝑃 : 

 𝑃 (5 ×
1

2
;
1

2
; 1 +

1

2
)    donc   𝑃 (

5

2
;
1

2
;
3

2
) 

 

3. c. Le milieu du segment [𝐸𝐶] a pour coordonnées : 

(
𝑥𝐸 + 𝑥𝐶

2
;
𝑦𝐸 + 𝑦𝐶

2
;
𝑧𝐸 + 𝑧𝐶

2
) 

Donc : 

(
2 + 3

2
;
−2 + 3

2
;
2 + 1

2
) = (

5

2
;
1

2
;
3

2
) 

On retrouve les coordonnées de 𝑃. Donc 𝑃 est le milieu du segment [𝐸𝐶]. 

 

4. Le point 𝐺 appartient au plan (𝐴𝐶𝐺) par définition. 

D’après la question 2.a, le point 𝐺 n’appartient pas au plan (𝐵𝐶𝐸). Donc les plans (𝐴𝐶𝐺) et 

(𝐵𝐶𝐸) sont distincts. 

Le point 𝐶 appartient aux deux plans par définition. 

Ainsi, les plans (𝐴𝐶𝐺) et (𝐵𝐶𝐸) sont deux plans distincts ayant au moins un point commun. 

Ils sont donc sécants selon une droite. 

D’après la question 3.b, le point 𝑃 appartient à la droite (𝐴𝐺). Or la droite (𝐴𝐺) est incluse 

dans le plan (𝐴𝐶𝐺), donc : 

𝑃 ∈ (𝐴𝐶𝐺) 

De plus, d’après la question 3.b, le point 𝑃 appartient aussi au plan (𝐵𝐶𝐸), donc : 

𝑃 ∈ (𝐵𝐶𝐸) 

Les points 𝐶 et 𝑃 appartiennent donc aux deux plans. Comme 𝐶 et 𝑃 sont distincts, la droite 

d’intersection des plans (𝐵𝐶𝐸) et (𝐴𝐶𝐺) est : 

(𝐶𝑃) 

D’après la question 3.c, le point 𝑃 est le milieu du segment [𝐸𝐶], donc les points 𝐶, 𝑃 et 𝐸 

sont alignés. On peut donc aussi écrire que l’intersection des deux plans est la droite : 

(𝐶𝐸) 
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EXERCICE 4 (5 points) 

1. a. La fonction 𝑔 est dérivable sur [0; 2𝜋]. 

On dérive le produit : 

𝑔′(𝑥) = 1 × cos(𝑥) + 𝑥 × (−sin(𝑥)) − cos(𝑥) 

𝑔′(𝑥) = cos(𝑥) − 𝑥sin(𝑥) − cos(𝑥) = −𝑥sin(𝑥) 
 

1. b. On étudie le signe de 𝑔′(𝑥) sur [0; 2𝜋]. 

Pour tout 𝑥 ∈ [0; 2𝜋], on a 𝑥 ≥ 0. Le signe de 𝑔′(𝑥) = −𝑥sin(𝑥) est donc l’opposé du signe 

de sin(𝑥). 

Sur [0; 𝜋], on a : 

sin(𝑥) ≥ 0 

Donc : 

𝑔′(𝑥) ≤ 0 

La fonction 𝑔 est donc décroissante sur [0; 𝜋]. 

Sur [𝜋; 2𝜋], on a : 

sin(𝑥) ≤ 0 

Donc : 

𝑔′(𝑥) ≥ 0 

La fonction 𝑔 est donc croissante sur [𝜋; 2𝜋]. 

On calcule maintenant les valeurs indiquées dans le tableau : 

𝑔(0) = 0cos(0) − sin(0) = 0 

𝑔(𝜋) = 𝜋cos(𝜋) − sin(𝜋) = −𝜋 

𝑔(2𝜋) = 2𝜋cos(2𝜋) − sin(2𝜋) = 2𝜋 

On retrouve bien tous les éléments du tableau de variations donné. 

 

1. c. La fonction 𝑔 est continue sur [𝜋; 2𝜋], car elle est dérivable sur cet intervalle. 

De plus : 

𝑔(𝜋) = −𝜋 < 0 

et : 

𝑔(2𝜋) = 2𝜋 > 0 
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D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins une valeur réelle 𝛼 ∈

[𝜋; 2𝜋] telle que : 

𝑔(𝛼) = 0 

De plus, d’après le tableau de variations, la fonction 𝑔 est strictement croissante sur [𝜋; 2𝜋]. 

Elle ne peut donc s’annuler qu’une seule fois sur cet intervalle. 

Il existe donc une unique valeur réelle 𝛼 ∈ [𝜋; 2𝜋] telle que : 

𝑔(𝛼) = 0 

 

1. d. D’après les questions précédentes, on sait que : 

𝑔(0) = 0 

𝑔(𝛼) = 0 

La fonction 𝑔 est décroissante de 0 à −𝜋 sur [0; 𝜋], donc elle est négative sur ]0; 𝜋]. Ensuite, 

elle est croissante sur [𝜋; 2𝜋] et s’annule une seule fois en 𝛼. 

On en déduit le signe de 𝑔 sur [0; 2𝜋] : 

𝑔(𝑥) = 0 pour 𝑥 = 0 et 𝑥 = 𝛼 

𝑔(𝑥) < 0 pour 𝑥 ∈]0; 𝛼[ 

𝑔(𝑥) > 0 pour 𝑥 ∈]𝛼; 2𝜋] 

Ce qui donne le tableau de signe suivant : 

𝑥 0  𝛼  2𝜋 

𝑔(𝑥) 0 − 0 +  

 

2. a. Comme 𝑥 ≠ 0, on peut dériver 𝑓 comme un quotient : 

𝑓′(𝑥) =
𝑥cos(𝑥) − sin(𝑥)

𝑥2
 

Or : 

𝑔(𝑥) = 𝑥cos(𝑥) − sin(𝑥) 

Donc : 

𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 

2. b. Pour tout réel 𝑥 ∈]0; 2𝜋], on a : 

𝑥2 > 0 
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Donc 𝑓′(𝑥) est du même signe que 𝑔(𝑥). 

D’après la question 1.d : 

𝑓′(𝑥) < 0 sur ]0; 𝛼[ 

𝑓′(𝛼) = 0 

𝑓′(𝑥) > 0 sur ]𝛼; 2𝜋] 
 

2. c. On déduit du signe de 𝑓′ que la fonction 𝑓 est strictement décroissante sur ]0; 𝛼], puis 

strictement croissante sur [𝛼; 2𝜋]. 

Donc 𝑓 atteint son minimum en 𝛼 sur l’intervalle ]0; 2𝜋]. 

 

2. d. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction sinus entre 0 et 𝑥 : 

sin(𝑥)

𝑥
=

sin(𝑥) − sin(0)

𝑥 − 0
 

Lorsque 𝑥 tend vers 0, ce taux d’accroissement tend vers le nombre dérivé de la fonction 

sinus en 0. 

Or : 

sin′(0) = cos(0) = 1 

Donc : 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 1 

 

3. On sait que 0 < 𝑟 < 𝑠 < 𝜋. 

D’après la question 2.c, la fonction 𝑓 est strictement décroissante sur ]0; 𝛼]. Or 𝛼 ∈ [𝜋; 2𝜋], 

donc l’intervalle ]0; 𝜋[ est inclus dans ]0; 𝛼]. 

Ainsi, 𝑓 est strictement décroissante sur ]0; 𝜋[. 

Comme : 

0 < 𝑟 < 𝑠 < 𝜋 

on a donc : 

𝑓(𝑟) > 𝑓(𝑠) 

C’est-à-dire : 

sin(𝑟)

𝑟
>

sin(𝑠)

𝑠
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Comme 𝑟 > 0, 𝑠 > 0 et sin(𝑠) > 0, on peut multiplier et diviser par des nombres 

strictement positifs sans changer le sens de l’inégalité : 

⇔ 𝑠 sin(𝑟) > 𝑟 sin(𝑠) 

⇔
sin(𝑟)

sin(𝑠)
>

𝑟

𝑠
 

 

______ 
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