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EXERCICE 1 (5 points)
1. On calcule deux vecteurs du plan passant par 4, B et C :
4B = (1;-3;-1) et AC = (-2;-2;0)

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, par exemple leurs troisiemes coordonnées ne
peuvent pas étre proportionnelles puisque —1 # 0.

Les points A, B et C ne sont donc pas alignés. lls définissent bien un plan.

2.a.0nnotenn = (1;—1;4).
On vérifie que 7 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan :
B-AB=1x14+(-1)x(-3)+4x(-1)=1+3-4=0
BAC=1X(-2)+ (1) X (-2)+4%x0=—-2+2=0

Le vecteur 71 est donc normal au plan (ABC).

2. b. Comme 71 = (1; —1; 4) est un vecteur normal au plan, une équation cartésienne du
plan est de la forme :

x—y+4z+d=0
Le point A(2;1; 1) appartient au plan, donc:
2—-14+4+d=0
& d=-5
Ainsi, une équation cartésienne du plan (ABC) est :

x—y+4z—-5=0

3. La droite A passe par D(0; 0; 2) et est orthogonale au plan (ABC). Elle a donc pour
vecteur directeur un vecteur normal au plan, par exemple 71 = (1; —1; 4).

Une représentation paramétrique de A est donc:

x=0+t

y=0-—t¢t teR

z =244t
C'est-a-dire :

x=t

{ ~5 ter

z=2+4t
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4. Le projeté orthogonal H de D sur le plan (ABC) est le point d’intersection entre la droite

A et le plan (ABC).

On remplace donc x, y et z par leurs expressions paramétriques dans I’équation du plan :

t—(—t)+4(2+4t)—5=0
©2t+8+16t—5=0

< 18t+3=0
. 1
St=—-—
6
On en déduit les coordonnées de H :
_ 1
¥=7%
_1
Y=%
—2+4( )—2 2—4
Z= —47373
Ainsi :
H( 1_1_4)
6'6’3
5. a. On calcule la longueur BA :
BA=(-1;3;1)

BA=,(-1)2+32+12=+11
On calcule la longueur BC :

BC = (-3;1;1)

BC =(-3)2+12+12 =11

Donc BA = BC. Le triangle ABC est donc isocele en B.

5. b. On utilise la base [AC].On a:

AC = (=2;-2;0)

AC =/(=2)2 + (=2)2 =V8=2V2

Soit M le milieu de [AC]. Comme le triangle est isocéle en B, la hauteur issue de B passe par

M. On obtient :

M(1;0;1)
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BM = (—2;2;1)

BM = /(=2)2+22+12 =3
L'aire du triangle ABC vaut donc:

AC X BM 2\/—><3
Aspe = — > =32

6. a. La hauteur du tétraédre relative a la base ABC est la distance DH.

1 1 2
DH = —
,’36 36 9 ’ 36 \/—
Le volume du tétraédre vaut donc :
1 1 1
==X XDH ==X 2xXx—=1
V=2 X Aupc 2 3v2 N

Le volume du tétraedre ABCD est égal a 1.

6. b. On prend cette fois le triangle BCD comme base. La hauteur correspondante est la
distance du point A au plan (BCD), qui vaut /2.

On utilise a nouveau la formule du volume :

1
1=§XCABCDX\/E
Donc:
a3 32
BCD N >

7. a. Le point D, (0; 0; k) est coplanaire avec 4, B et C s'il appartient au plan (ABC).
On utilise I'équation du plan :

x—y+4z—-5=0
Pour Dy (0; 0; k), on obtient :

0-0+4k—-5=0

S 4k =5
@k—s
4
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Pour k = %, le point Dy, appartient déja au plan (ABC). Son projeté orthogonal sur ce plan

est donc lui-méme :
D (0 0 5)
5(\U,U;,—
) 4

7. b. Pour que A soit le projeté orthogonal de Dy, sur le plan (ABC), il faudrait que la droite

(DyA) soit orthogonale au plan (ABC). Donc le vecteur D A devrait étre colinéaire an =
(1, -1;4).

Or:
DA = (211~ k)
S’il était colinéaire a 71, il existerait un réel A tel que :
ZL1-k=A(1-14)

Les deux premieres coordonnées donneraient :

A=2
et en méme temps :

—A1 =
Ce qui est impossible.

Il n’existe donc aucune valeur de k telle que A soit le projeté orthogonal de D, sur le plan
(ABC).

EXERCICE 2 (5 points)

Partie A : modeéle discret

1. On utilise la relation de récurrence :
Vps1 = 0,995V, + 6
Comme V, = 0, on obtient :
V;=0995x04+6=6
Puis :

V,=0995x6+6=1197
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2. Le programme doit partir de V, = 0, puis appliquer n fois la relation de récurrence.

def volume(n):
v=0
for k in range(n):
v=0.995*v+6
return v

3. On montre par récurrence que, pour tout entier naturel n :
Vy < Vipyq <1200

Initialisation : pourn = 0,

S
I
o

et V=6
Donc:
Vo <V, <1200
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : on suppose que, pour un certain entier naturel n,
V, < Ve <1200

On veut montrer que :

Vis1 < Vipyo <1200
D’abord,

Vpez = 0,995V, + 6
Comme V,,,; < 1200,0na:

Viez < 0,995 x 1200 + 6 = 1200
Donc:
Vi < 1200

Ensuite,

Vn+2 - Vn+1 = O,995Vn+1 + 6 - Vn+1 = 6 - 0,00SVn+1 = 0,005(1200 - Vn+1)

Or V,41 <1200, donc:

1200 = V41 =0
Ainsi :

Viiz = Ve 20

< Vn+1 = Vn+2
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La propriété est héréditaire.
Conclusion : Par récurrence, pour tout entier naturel n,

V, < Vyyq < 1200

4. La suite (V},) est croissante, car V,, < V,,,1 pour tout n. Elle est aussi majorée par 1200.
Une suite croissante et majorée est convergente. On note ¢ sa limite.
En passant a la limite dans la relation :
Vpsr = 0,995V, + 6

on obtient :

£=0,995¢ + 6

< 0,005¢ =6

o £ =1200

Donc la suite (1},) converge vers 1200.

Partie B : modele continu

1. a. L’équation différentielle est :
y' =—-0,005y + 6
On cherche d’abord une solution constante. Si y(t) = a, alors y'(t) = 0, donc:

0 =-0,005a + 6

a=m=1200

Les solutions de I’équation différentielle sont donc de la forme :
y(t) = 1200 + Ce~%005¢

ou C est une constante réelle.

1. b. On sait que v(0) = 0. Donc:
0 =1200 + Ce®
e C=-1200
Ainsi, pour toutt = 0,

v(t) = 1200 — 12002005t = 1200(1 — e~0005¢)
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1.c.Comme:

1
lim e~%005t = |im 0

toto0 t->+00 0,005t -
on obtient :

tl_1>r+noov(t) = 1200

1. d. On dérive I'expression de v :
v'(t) = 1200 x 0,005¢ %005t = 6 —0.005t

Pourtoutt = 0,0na:

e—0,005t >0

Donc:
v'(t) >0

La fonction v est donc strictement croissante sur [0; +oo].

2. Le bassin contient 30 000 litres d’eau. Un taux de 5% correspond a :
0,05 x 30000 = 1500

Il faudrait donc dépasser 1500 litres de substance polluante pour nécessiter un nettoyage
complet.

Or, d’apreés la question précédente, v est croissante et converge vers 1200. Le volume de
substance polluante ne dépassera donc jamais 1200 litres.

Le propriétaire ne devra pas procéder a un nettoyage complet selon ce modeéle.

3. On cherche l'instant a partir duquel le volume dépasse 50 litres. On commence par
résoudre :

v(t) =50
© 1200(1 — e~ %005ty = 50

& 1 — 0005t — 50

1200

1
& 1 — 0005t —
€ 24

23

& 0005t — =2
24

On applique le logarithme népérien :
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< —0,005t =1 (23>
AL =g

—in (57)

St ="0.005

1 .
Comme —— = 200, on peut écrire :
0,005

St = 2001 (24>
-3

Comme la fonction v est strictement croissante, le volume dépasse 50 litres pour :

t > 200l (24)
23

A la calculatrice :
2001 (24> 8,512
23/~ %

Cela correspond a environ 8 heures et 31 minutes.

Le volume de substance polluante dépasse donc 50 litres au-dela d’environ 8 h 31 min.

EXERCICE 3 (4 points)

1. Affirmation 1 : vraie.

On cherche ici la probabilité conditionnelle P (0).

On sait que :
P(0) = 0,52
Py(F) =0,32
P(F) =10,20
On calcule :

P(ONF) P(0)xPy(F) 0,52x0,32
P(F) P(F) 0,20

Pr(0) = = 0,832
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2. Affirmation 2 : fausse.

On répete 5000 fois une expérience de Bernoulli, de maniére indépendante, avec une
probabilité de succes égale a 0,062.

Ainsi :
X ~ B(5000;0,062)
A la calculatrice, on obtient :
P(X < 340) = 0,962
En arrondissant au dixieme, cela donne :
P(X <£340) = 1,0

Ce n’est donc pas égal a 0,4.

2. Affirmation 3 : vraie.
On calcule I'espérance et la variance.
E(X) =np = 5000 x 0,062 = 310
V(X) =np(1l—p)=5000 % 0,062 % 0,938 = 290,78

L'événement « X est strictement compris entre 230 et 390 » s’écrit :

230 < X <390
Comme E(X) = 310, cela revient a écrire :

|X —310| < 80

Avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P(| X —E(X)| =80) < e
(IX — EC0)| 2 80) <
P(]X —310| =280) < 290,78 0,0454
f—1 —_ —_—

Ainsi :

P(|X — 310 < 80) > 1 — 0,0454

& P(|X — 310 < 80) > 0,9546
Or:

0,9546 > 0,95

On peut donc bien affirmer, avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, qu’il y a plus de 95%
de chance que X soit strictement compris entre 230 et 390.
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3. Affirmation 4 : vraie.

Pour former une équipe, il faut choisir 2 musiciens professionnels parmi les 4, puis 3
personnes non musiciennes professionnelles parmi les 6 restantes.

Le nombre d’équipes possibles est donc :

(4>><(6>—6><20—120
2 3/ B

On peut donc former 120 équipes différentes.

EXERCICE 4 (6 points)

Partie A

1. a. La tangente a la courbe au point C, d’abscisse 1, est paralléle a I'axe des abscisses.

Son coefficient directeur est donc nul, donc:

ffay=0

. . , . 1
1. b. La courbe coupe I'axe des abscisses au point A4, dont I'abscisse est e

La solution de I"’équation f(x) = 0 sur [0; 3] est donc :

1
X=3

2. Le nombre f' (%) est le coefficient directeur de la tangente Tj.

Cette tangente passe par les points :

1
A(E;O) et B(1;e?)

Donc:
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3. Si une courbe représente une primitive F de f, alors :
F'=f

D’aprés le graphique de f, on observe que :
o f(x)<Osur [0;%[
+ ()=
e f(x)>0sur ]%;+00[

Ainsi, une primitive de f doit étre décroissante sur [0; %], puis croissante sur E, +00[. Elle

. - 1
doit donc admettre un minimum pour x = >

Les courbes C; et C, vérifient cette propriété. De plus, elles ont la méme forme et semblent
étre des translatées verticales I'une de I'autre, ce qui est cohérent avec le fait que deux

primitives d’'une méme fonction different d’'une constante.

Les deux courbes représentant des primitives de f sont donc C; et C;.

Partie B
1. a. Pour tout x € [0; +oo[, 0ona:

f@) = (2x — 1)+

Or:
—2x+3=2-(2x—-1)
Donc:
02
e—2X+3 — p2p-(2x-1) — o
Ainsi :
e? 2x — 1
f(x)=(2x - 1)m =e? X — T
1. b. On pose:

X=2x-1

Lorsque x tend vers +o0, alors X tend vers +oo. De plus :

f(x) = e? xefx

Or on sait par croissances comparées que :
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X—>+o0 e

Ainsi :
Jim f0 =0
2. a. On dérive f comme un produit :
f'(x) = 2e™2**3 + (2x — 1)(—2)e~2¥*3
= (2 —4x + 2)e ?**3

= (—4x + 4)e™2x+3

2. b. Pour tout x € [0; +oo[,0ona:

e—2%+3 5
Le signe de f'(x) est donc celui de —4x + 4.

—4x+4=0x=1

Ainsi, f'(x) > 0 sur [0; 1[, puis f'(x) < 0 sur ]1; +oo.
On calcule les valeurs utiles :

£(0) = —e?

f)=e

La fonction f est donc croissante sur [0; 1], puis décroissante sur [1; +oo].

On obtient le tableau complet des variations :

X 0 1 400
f'(x) + 0 -
e
f(x)
—e3 0

3. Le logo est formé par la courbe de f et son symétrique par rapport a I’axe des abscisses.

A I'abscisse a, I'ordonnée du point du haut est f(a), et celle du point du bas est —f (a). La
hauteur verticale vaut donc :

f(@) = (=f(@) = 2f ()
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La contrainte de 0,3 cm se traduit donc par :
2f(a) =0,3
© f(a) =0,15

Sur l'intervalle [1; +oo[, la fonction f est continue et strictement décroissante. De plus :

f(1)=e>0,15
et:

lim f(x) =0<0,15
X—+00

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une solution a I’équation
f(x) = 0,15 sur [1; +oo[. Comme f est strictement décroissante sur cet intervalle, cette

solution est unique.

A la calculatrice, on obtient :

Donc, au dixiéme :

Partie C

1. On considére :
3,3
I = J (2x — 1)e 2**3 dx
0,5

On effectue une intégration par parties avec :
u(x) =2x—1 et v/(x) =e X3

1
u'(x) =2 et v(x)= —Ee‘zx”

Donc :

1 3,3 3,3
I = [——(Zx - 1)e‘2x+3] +J e~ 2*¥*3 dx
2 05 Jo

,5

3,3

1 1
=|——12x -1 -2x+3 _ _ —2x+3]
[ 7 (2x = De 2¢

0,5

— [_xe—2x+3]g:§

1
= —3,3¢73% + Eez
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A la calculatrice :
I = 3,604
Donc, arrondie au dixieme :

I =3,6

2. l’aire du logo correspond a l'aire entre la courbe de f et son symétrique par rapport a
I’axe des abscisses.

Sur [0,5; 3,3], cette aire vaut donc :
A=21=2x%x36=72
L’épaisseur de la plague est de 0,2 cm, donc le volume vaut :
V=AX%X02=72x%x02=1,44
Le volume du porte-clé est donc, arrondi au dixieme :

V ~1,4cm3

Pour accéder a d’autres sujets et corrigés de spé maths au baccalauréat :
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